
Metody komputerowe i obliczeniowe 
Metoda Elementów Sko�czonych 

 
 
 

Element dwuwymiarowy liniowy : belka 
 
Jest to element bardzo podobny do pr�ta: współrz�dne lokalne i globalne jego w�złów s� takie same 
– nie potrzeba �adnych transformacji układów współrz�dnych, a jego sztywno�� zdefiniowana jest 
po�rednio, za pomoc� momentu bezwładno�ci I, długo�ci L oraz modułu spr��ysto�ci E. Jest to 
element liniowy, tzn. liniowo interpoluje si� przemieszczenia pomi�dzy jego ko�cami, które 
zdefiniowane s� w�złami (UWAGA! Kółeczka na schematach oznaczaj� w�zły, a nie przeguby!!!). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ka�dy w�zeł mo�e przemie�ci� si� w kierunku osi y i obróci� si� (ma dwa stopnie swobody: uy i φ, 
pomija si� przemieszczenie w kierunku osi x) - macierz sztywno�ci elementu zdefiniowanego 
dwoma w�złami (a wi�c czteroma stopniami swobody) zapisuje si� jako macierz 4x4 (ka�dy 
wymiar macierzy to liczba stopni swobody całego elementu): 
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je�li w całym układzie wielu poł�czonych ze sob� pr�tów wyst�pi n w�złów, to macierz sztywno�ci 
b�dzie miała wymiar 2nx2n. W dalszym ci�gu obowi�zuje ogólny układ równa� liniowych metody: 

 
[K]{u} = {f} 

 
gdzie: [K] – macierz sztywno�ci, {u} – wektor przemieszcze� w�złów, {f} – wektor sił 
działaj�cych w w�złach. Je�li znamy sztywno�� elementu oraz przemieszczenia w�złów – mo�emy 
wyliczy� działaj�ce siły, a je�li znamy siły, to po rozwi�zaniu równania mo�emy wyliczy� 
przemieszczenia. 

Poni�sze zbiory polece� nale�y przepisa� umieszczaj�c je w osobnych plikach M-File, 
nadaj�c im nazwy takie, jakie maj� zawarte w nich funkcje: 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = SztywnoscElementBelkowy(E,I,L) 
%funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu belkowego 
%wymiar wyniku : 4x4 
y = E*I/(L*L*L)*[12 6*L –12 6*L ; 6*L 4*L*L –6*L 2*L*L ; 
                 -12 –6*L 12 –6*L ; 6*L 2*L*L –6*L 4*L*L]; 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

i 
j x 

w�zeł w�zeł element 

L 

y 



function y = ZlozSztywnoscBelek(K,k,i,j) 
%funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie belki 
%w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow 
%UWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu 
%funkcji SztywnoscElementBelkowy! 
  
%skladanie 
K(2*i-1,2*i-1) = K(2*i-1,2*i-1) + k(1,1); 
K(2*i-1,2*i) = K(2*i-1,2*i) + k(1,2); 
K(2*i-1,2*j-1) = K(2*i-1,2*j-1) + k(1,3); 
K(2*i-1,2*j) = K(2*i-1,2*j) + k(1,4); 
K(2*i,2*i-1) = K(2*i,2*i-1) + k(2,1); 
K(2*i,2*i) = K(2*i,2*i) + k(2,2); 
K(2*i,2*j-1) = K(2*i,2*j-1) + k(2,3); 
K(2*i,2*j) = K(2*i,2*j) + k(2,4); 
K(2*j-1,2*i-1) = K(2*j-1,2*i-1) + k(3,1); 
K(2*j-1,2*i) = K(2*j-1,2*i) + k(3,2); 
K(2*j-1,2*j-1) = K(2*j-1,2*j-1) + k(3,3); 
K(2*j-1,2*j) = K(2*j-1,2*j) + k(3,4); 
K(2*j,2*i-1) = K(2*j,2*i-1) + k(4,1); 
K(2*j,2*i) = K(2*j,2*i) + k(4,2); 
K(2*j,2*j-1) = K(2*j,2*j-1) + k(4,3); 
K(2*j,2*j) = K(2*j,2*j) + k(4,4); 
  
%i wynik zwracany przez funkcje 
y = K; 
 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = SilyElementBelkowy(k,u) 
%funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u i 
%sztywnosci k 
y = k * u; 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function TWykresElementBelkowy(f,L) 
%funkcja rysuje wykres sily tnacej na podstawie sil wezlowych f i dlugosci 
%elementu L 
x = [0 ; L]; 
z = [f(1) ; -f(3)]; 
hold on 
title('Wykres sily tnacej'); 
plot(x,z); 
y1 = [0 ; 0]; 
plot(x,y1,'k'); 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function MWykresElementBelkowy(f,L) 
%funkcja rysuje wykres momentu zginajacego na podstawie sil wezlowych f  
%i dlugosci elementu L 
x = [0 ; L]; 
z = [-f(2) ; f(4)]; 
hold on 
title('Wykres momentu zginajacego'); 
plot(x,z); 
y1 = [0 ; 0]; 
plot(x,y1,'k'); 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 



 
Przykład nr 1. 

 
Dla podanej belki wykonanej z materiału o znanym module E = 210GPa, momencie bezwładno�ci I 
= 6.0*10-5m4 i sile obci��aj�cej P = 20kN wyznaczy� poni�sze niewiadome: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. przemieszczenie w punkcie działania siły P 
3. rotacje w�złów podporowych 
4. reakcje w w�złach podporowych 
5. rozkład siły tn�cej i momentu zginaj�cego w belce 

 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie: 
 
Krok 1 – dyskretyzacja zadania 
Zadanie dzielimy na elementy i w�zły : 
 
 
 
 
 
- element nr 1 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=2 
- element nr 2 zdefiniowany jest w�złami nr i=2 i j=3 
W w�złach nr 1 i 3 s� podpory, w w��le nr 2 jest przyło�ona siła. 
 
Krok 2 – utworzenie macierzy sztywno�ci dla ka�dego elementu 
Wprowadzamy zmienne globalne, które przechowuj� dane materiałowe i geometryczne naszego 
zadania: E, I i L 
 
>>E=210e6 
>>I=6e-5 
>>L=2 

 
Mamy dwa elementy, zatem tworzymy dwie macierze sztywno�ci : k1 i k2 komendami: 
 
>>k1=SztywnoscElementBelkowy(E,I,L) 
>>k2=SztywnoscElementBelkowy(E,I,L) 
 

Krok 3 – składanie macierzy sztywno�ci elementów w jedn� globaln� macierz dla całego 
układu 
Poniewa� w układzie mamy 3 w�zły, wi�c globalna macierz sztywno�ci b�dzie miała wymiar 
2*3x2*3 = 6x6. Macierz K nale�y przed składaniem wyzerowa�, co wykonujemy komend�: 
 
>>K=zeros(6,6) 

 
Poniewa� mamy dwa elementy, to funkcj� ZlozSztywnoscBelek trzeba wywoła� dwa razy – 
niezale�nie dla ka�dego elementu, podaj�c jako parametry globaln� macierz K (która jest 

P 

2m 2m 

1 2 3 
P 



wynikiem), macierz elementu k (k1, a potem k2) i numery w�złów definiuj�ce dany element 
(najpierw 1 i 2, a potem 2 i 3): 
 
>>K=ZlozSztywnoscBelek(K,k1,1,2) 
>>K=ZlozSztywnoscBelek(K,k2,2,3) 

 
Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawi� si� sumowane sztywno�ci poszczególnych 
elementów (PROSZ� SPRAWDZI	!). 
 
Krok 4 – uwzgl�dnienie warunków brzegowych 
 
Układ równa� [K]{u}={f} mo�na rozpisa� w posta�: 
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gdzie F – siła, M – moment, U – przemieszczenie, φ – obrót. 
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s�: 
U1y = φ1 = 0, F2y = -20, M2 = 0, U3y = 0, M3 = 0  (dlaczego?) 
 
Po uwzgl�dnieniu powy�szych wiadomych, układ równa� przyjmuje posta�: 
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Krok 5 – rozwi�zanie równa� 
Jak poprzednio, wykre�limy z macierzy sztywno�ci układu wiersze i kolumny odpowiadaj�ce 
znanym warto�ciom {u}: 
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w Matlabie realizujemy to poleceniami: 
przepisanie wyrazów z 3, 4 i 6 wiersza oraz 3, 4 i 6 kolumny z K do k: 
 
>>k=[K(3:4,3:4) K(3:4,6) ; K(6,3:4) K(6,6)] 

 
stworzenie wektora wyrazów wolnych (prawej strony równania) ze znanymi siłami: 
 
>>f=[-20 ; 0 ; 0] 

 
wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa): 
 
>>u=k\f 

 
i otrzymujemy w wyniku: 
u = 
 
  1.0e-003 * 
 
   -0.9259 
   -0.1984 
    0.7937 

zatem: U2y = -0.9259 10-3 m, φ2 = -0.1984 10-3 rad i φ3 = 0.7937 10-3 rad. Jakie s� kierunki 
przemieszcze� i obrotów? Prosz� przeanalizowa� schemat statyczny. 
 
Krok 6 – obróbka wyników (postprocessing) 
Maj�c przemieszczenia wszystkich w�złów, mo�emy obliczy� reakcje w podporach. Najpierw 
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor: 
 
>>U=[0 ; 0 ; u(1) ; u(2) ; 0 ; u(3)] 

 
a potem wyliczmy siły: 
 
>>F=K*U 

 
otrzymamy:  
F = 
 
   13.7500 
   15.0000 
  -20.0000 
    0.0000 
    6.2500 
    0.0000 

czyli: F1 = 13.75 kN i M1 = 15.00 kNm oraz F3 = 6.25kN i M3 = 0.00 kNm. Jakie s� kierunki 
reakcji? Czy zgadza si� obci��enie w w��le nr 2? 
Siły w elementach wyznaczymy dzi�ki funkcji SilyElementBelkowy(k,u), której parametrami s�: 
macierz sztywno�ci elementu (k1 i k2) oraz przemieszczenia w�złów definiuj�cych dany element: 
najpierw przygotujemy po DWIE PARY przemieszcze� dla ka�dego elementu: 
 
>>u1=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4)] 



>>u2=[U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)] 

 
a potem wyznaczymy siły: 
 
>>f1=SilyElementBelkowy(k1,u1) 
f1 = 
 
   13.7500 
   15.0000 
  -13.7500 
   12.5000 
 
>>f2=SilyElementBelkowy(k2,u2) 
f2 = 
 
   -6.2500 
  -12.5000 
    6.2500 
    0.0000 
 

Wyniki pokazuj� warto�ci siły tn�cej oraz momentu zginaj�cego. Które liczby reprezentuj� siły, a 
które momenty? 
Narysujemy teraz wykresy sił wewn�trznych w elementach: 
 
>>TWykresElementBelkowy(f1,L) 

 
>>TWykresElementBelkowy(f2,L) 

 
>>MWykresElementBelkowy(f1,L) 



 
>>MWykresElementBelkowy(f2,L) 

 
 

Przykład nr 2. 
 
Dla podanej belki wykonanej z materiału o module E = 210GPa, I = 5*10-6m4 i obci��onej q = 
7kN/m wyznaczy�: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. rotacje w punktach 1, 2 i 3 
3. reakcje w punktach 1, 2, 3 i 4 
4. rozkład siły tn�cej i momentu zginaj�cego 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie: 
 
Krok 1 – dyskretyzacja zadania 
Wspornik dzielimy na 3 elementy i 4 w�zły: 
- element nr 1 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=2 
- element nr 2 zdefiniowany jest w�złami nr i=2 i j=3 

3m 

1 2 3 4 

4m 2m 

q 



- element nr 3 zdefiniowany jest w�złami nr i=3 i j=4 
Obci��enie równomiernie rozło�one nale�y zamieni� na równowa�ne obci��enie w�złowe (warunki 
brzegowe – przemieszczenia i/lub obci��enia - mo�emy nakłada� tylko w w�złach): 

• siły w�złowe: q * L / 2 = 7 * 4 / 2 = 14 kN 
• momenty w�złowe: q * L2 / 12 = 7 * 42 / 12 = 9.33 kNm 

Schemat zast�pczy 
 
 
 
 
 
 
 
 
Krok 2 – utworzenie macierzy sztywno�ci dla ka�dego elementu 
 
Tworzymy zmienne globalne. Dla ka�dego elementu wyliczamy jego pole przekroju dla x w �rodku 
rozpi�to�ci danego elementu: 
 
>>E=210e6 
>>I=5e-6 
>>L1=3 
>>L2=4 
>>L3=2 

 
Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywno�ci : od k1 do k3 komendami: 
 
>>k1=SztywnoscElementBelkowy(E,I,L1) 
>>k2=SztywnoscElementBelkowy(E,I,L2) 
>>k3=SztywnoscElementBelkowy(E,I,L3) 
 

Krok 3 – składanie macierzy sztywno�ci elementów w jedn� globaln� macierz dla całego 
układu 
Poniewa� w układzie mamy 4 w�zły, wi�c globalna macierz sztywno�ci b�dzie miała wymiar 8x8. 
Macierz K nale�y przed składaniem wyzerowa�, co wykonujemy komend�: 
 
>>K=zeros(8,8) 

 
Poniewa� mamy trzy elementy, to funkcj� ZlozSztywnoscBelek trzeba wywoła� trzy razy – 
niezale�nie dla ka�dego elementu, podaj�c jako parametry globaln� macierz K (która jest 
wynikiem), macierz elementu k (od k1 do k3) i numery w�złów definiuj�ce dany element: 
 
>>K=ZlozSztywnoscBelek(K,k1,1,2) 
>>K=ZlozSztywnoscBelek(K,k2,2,3) 
>>K=ZlozSztywnoscBelek(K,k3,3,4) 

 
Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawi� si� sumowane sztywno�ci poszczególnych 
elementów. 
 
Krok 4 – uwzgl�dnienie warunków brzegowych 
Układ równa� [K]{u}={f} mo�na rozpisa� w posta� (nie pokazano K ze wzgl�du na zbyt du�e 
wymiary): 
 

3m 

1 2 3 4 

4m 2m 

14 kN 14 kN 
9.33 kNm 9.33 kNm 
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Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s�: 
U1y = M1 = U2y = U3y = U4y = φ4 = 0, M2 = -9.33, M3 = 9.33  (dlaczego?) 
 
Po uwzgl�dnieniu powy�szych wiadomych, układ równa� przyjmuje posta�: 
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nie znamy zatem rotacji φ1÷φ3, a tak�e reakcji F1y, F2y, F3y, F4y i M4. 
 
Krok 5 – rozwi�zanie równa� 
Układ równa� rozwi��emy „po kawałku”, wykre�laj�c z K 1, 3, 5, 7 i 8 wiersz oraz kolumn�, 
zostawiaj�c reszt� (prosz� to rozpisa� w zeszytach). 
W Matlabie realizujemy to poleceniami: 
przepisanie wierszy 2, 4 i 6 i kolumn 2, 4 i 6 z K do k (macierz K jest tak „poszatkowana”, �e 
trzeba kopiowa� poszczególne jej wyrazy): 
 
>>k=[K(2,2) K(2,4) K(2,6) ; K(4,2) K(4,4) K(4,6) ; K(6,2) K(6,4) K(6,6)] 

 
stworzenie wektora f ze znanymi obci��eniami: 
 
>>f=[0 ; -9.33 ; 9.33] 

 
wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa): 
 
>>u=k\f 

 
i otrzymujemy w wyniku:  
u = 
 
    0.0027 
   -0.0054 
    0.0039 



 
Prosz� przyporz�dkowa� wyniki niewiadomym. 
 
Krok 6 – obróbka wyników (postprocessing) 
Wyliczenie sił i stworzenie wykresów prosz� zrealizowa� samodzielnie. 
 

Zadania do samodzielnego rozwi�zania: 
Zadanie nr 1. 
 
Dla układu jak na rysunku poni�ej, maj�c: E=200GPa, I=7*10-4m4 oraz M=15kN, wyznaczy�: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. rotacje w�złów nr 1, 2 i 3 
3. reakcje w w�złach nr 1, 2 i 3 
4. sił� w ka�dym elemencie 
5. wykresy sił wewn�trznych 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zadanie nr 2. 
 
Rozwi�za� układ jak na rysunku poni�ej, maj�c: E=210GPa, I=5*10-5m4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zadanie nr 3. 
 
Rozwi�za� układ jak na rysunku poni�ej, maj�c: E=70GPa, I=4*10-5m4 i k=5000kN/m. 
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