Metody komputerowe i obliczeniowe
Metoda Elementéw Skonczonych

Element dwuwymiarowy liniowy : belka

Jest to element bardzo podobny do preta: wspdtrzedne lokalne i globalne jego weztéw sa takie same
— nie potrzeba zadnych transformacji uktadéw wspotrzednych, a jego sztywno$¢ zdefiniowana jest
posrednio, za pomoca momentu bezwtadnosci I, dlugosci L oraz modutu sprezystosci E. Jest to
element liniowy, tzn. liniowo interpoluje si¢ przemieszczenia pomigdzy jego koncami, ktére
zdefiniowane sa weztami (UWAGA! Koteczka na schematach oznaczaja wezly, a nie przeguby!!!).
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Kazdy wezetl moze przemiescic¢ si¢ w kierunku osi y i obréci¢ si¢ (ma dwa stopnie swobody: uy i 0,
pomija si¢ przemieszczenie w kierunku osi x) - macierz sztywnos$ci elementu zdefiniowanego
dwoma weztami (a wigc czteroma stopniami swobody) zapisuje si¢ jako macierz 4x4 (kazdy
wymiar macierzy to liczba stopni swobody catego elementu):
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jesli w calym uktadzie wielu potaczonych ze soba pretéw wystapi n weztow, to macierz sztywnosci
bedzie miata wymiar 2nx2n. W dalszym ciagu obowiazuje ogdlny uktad réwnan liniowych metody:

[K{u} = {f}

gdzie: [K] — macierz sztywnosci, {u} — wektor przemieszczen weztow, {f} — wektor sit
dziatajacych w weztach. Jesli znamy sztywnos$¢ elementu oraz przemieszczenia wezléw — mozemy
wyliczy¢ dziatajace sily, a jesli znamy sily, to po rozwiazaniu réwnania mozemy wyliczy¢
przemieszczenia.

Ponizsze zbiory polecen nalezy przepisa¢ umieszczajac je w osobnych plikach M-File,
nadajac im nazwy takie, jakie maja zawarte w nich funkcje:

function y = SztywnoscElementBelkowy(E,I,L)
$funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu belkowego
Swymiar wyniku : 4x4
y = E*I/(L*L*L)*[12 6*L -12 6*L ; 6*L 4*L*L -6*L 2*L*L ;
-12 -6*L 12 -6*L ; 6*L 2*L*L —-6*L 4*L*L];




function y = ZlozSztywnoscBelek (K, k, i, j)

$funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie belki

$w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow
$UWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu
$funkcji SztywnoscElementBelkowy!

%$skladanie
K(2*i-1,2*%1-1) = K(2*i-1,2*i-1) + k(1,1);

K(2%i-1,2%i) = K(2*i-1,2*i) + k(1,2);
K(2%i-1,2%9-1) = K(2*%i-1,2*3-1) + k(1,3);
K(2%i-1,2%9) = K(2*i—-1,2*%9) + k(1,4);
K(2%i,2%i-1) = K(2*i,2*%i-1) + k(2,1);
K(2%i,2%i) = K(2*%i,2*%i) + k(2,2);
K(2%i,2%§-1) = K(2*i,2*3-1) + k(2,3);
K(2%i,2%9) = K(2*%i,2*%3) + k(2,4);
K(2*%§-1,2%i-1) = K(2*3-1,2%*i-1) + k(3,1);
K(2%j-1,2%i) = K(2*3-1,2%1) + k(3,2);
K(2%j-1,2%3-1) = K(2*3-1,2%3-1) + k(3,3);
K(2*%§-1,2%9) = K(2*3-1,2*%3) + k(3,4);
K(2%9,2%i-1) = K(2*9,2*%i-1) + k(4,1);
K(2*%9,2%1) = K(2*%3,2*%i) + k(4,2);
K(2%9,2%9-1) = K(2*3,2*3-1) + k(4,3);
K(2*3,2*%3) = K(2*3],2*]) + k(4,4);

%1 wynik zwracany przez funkcje
y = K;

function y = SilyElementBelkowy (k,u)

$funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u i
$sztywnosci k

y =k *u

function TWykresElementBelkowy (f,L)
$funkcja rysuje wykres sily tnacej na podstawie sil wezlowych f i dlugosci
%elementu L

x = [0 ; LI;
z = [£(1) ; -£(3)1;
hold on

title('Wykres sily tnacej');
plot (x,2z);

yl = [0 ; 0];

plot (x,vy1l, 'k");

function MWykresElementBelkowy (f,L)
$funkcja rysuje wykres momentu zginajacego na podstawie sil wezlowych f
%1 dlugosci elementu L

x = [0 ; LI;

z = [-£(2) ; £(4)];

hold on

title('Wykres momentu zginajacego');
plot (x,z);

yl = [0 ; O];
plot (x,yl, 'k");




Przyktad nr 1.

Dla podanej belki wykonanej z materialu o znanym module E = 210GPa, momencie bezwtadnosci I
=6.0%10"m" i sile obciazajacej P = 20kN wyznaczyé ponizsze niewiadome:

1. macierz sztywnosci uktadu
2. przemieszczenie w punkcie dziatania sity P
3. rotacje weztow podporowych
4. reakcje w weztach podporowych
5. rozktad sity tnacej i momentu zginajacego w belce
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Rozwiazanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania
Zadanie dzielimy na elementy i wegzly :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2
- element nr 2 zdefiniowany jest wezlami nr i=2 i j=3
W weztach nr 11 3 sa podpory, w wezle nr 2 jest przylozona sila.

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Wprowadzamy zmienne globalne, ktére przechowuja dane materialowe i geometryczne naszego
zadania: E, 11 L

>>E=210e6
>>T=6e-5
>>1L=2

Mamy dwa elementy, zatem tworzymy dwie macierze sztywnosci : k1 i k2 komendami:

>>kl1=SztywnoscElementBelkowy (E, I, L)
>>k2=SztywnoscElementBelkowy (E, I, L)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla catego
uktadu

Poniewaz w uktadzie mamy 3 wezly, wigc globalna macierz sztywnos$ci bedzie miala wymiar
2*3x2%3 = 6x6. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (6, 6)

Poniewaz mamy dwa elementy, to funkcj¢ ZlozSztywnoscBelek trzeba wywota¢ dwa razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest



wynikiem), macierz elementu k (kl, a potem k2) i numery weztéw definiujace dany element
(najpierw 112, a potem 21 3):

>>K=ZlozSztywnoscBelek (K, kl1,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscBelek (K, k2,2, 3)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementéw (PROSZE SPRAWDZIC!).

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych

Uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

[ 18900 18900 -18900 18900 0 0 |[Uy, E,
18900 25200 -18900 12600 0 0 || 9, M,
-18900  -18900 37800 0 -18900 18900 || U, | |E,
18900 12600 0 50400 -18900 12600 || ¢, - M,
0 0 -18900 -18900 18900  -18900 || U,, E,
| 0 0 18900 12600 -18900 25200 || ¢, M,
gdzie F — sita, M — moment, U — przemieszczenie, ¢ — obrot.
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
Uy=01=0, Fpy=-20, My=0, Usy =0, M;=0 (dlaczego?)
Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad réwnan przyjmuje postac:
[ 18900 18900 -18900 18900 0 010 E,
18900 25200 -18900 12600 0 040 M,
-18900  -18900 37800 0 -18900 18900 || U,, -20
18900 12600 0 50400 -18900 12600 || ¢, 0
0 0 -18900 -18900 18900 -18900 || O E,
i 0 0 18900 12600 -18900 25200 || ¢ 0

Krok 5 - rozwigzanie réwnan
Jak poprzednio, wykreslimy z
znanym warto$ciom {u}:

macierzy sztywno$ci ukladu wiersze i

—18900—189G0——=18900——18960 i 00 E;
18960—25206 189600—12600 0 0—19 My
-18900  -18900 37800 0 -18900 18900 || U,, -20
18900 12600 0 50400 -18900 12600 || ¢, 0
D 189606 18906—1-890p 18906——6 E
y
i D 18900 12600 -1890D 25200 || ¢, 0




37800 0 18900 || U,, -20
0 50400 12600 | ¢, p=4 O
18900 12600 25200 || o, 0

w Matlabie realizujemy to poleceniami:
przepisanie wyrazéw z 3, 4 1 6 wiersza oraz 3, 4 1 6 kolumny z K do k:

>>k=[K(3:4,3:4) K(3:4,6) ; K(6,3:4) K(6,6)]

stworzenie wektora wyrazéw wolnych (prawej strony réwnania) ze znanymi sitami:
>>f=[-20 ; 0 ; 0]

wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):

>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku:
u =

1.0e-003 *

-0.9259
-0.1984
0.7937

zatem: Uay = -0.9259 107 m, ¢» = -0.1984 107 rad i ¢3 = 0.7937 10 rad. Jakie sa kierunki
przemieszczen i obrotéw? Prosze przeanalizowac schemat statyczny.

Krok 6 — obrébka wynikéw (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor:

>>U=[0 ; 0 ; u(l) ; u(2) ; 0 ; u(3)]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy:
F =

13.7500
15.0000
-20.0000
0.0000
6.2500
0.0000

czyli: F; = 13.75 kN i M| = 15.00 kNm oraz F; = 6.25kN i M3 = 0.00 kNm. Jakie sa kierunki
reakcji? Czy zgadza si¢ obciazenie w wezle nr 27

Sity w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementBelkowy (k,u), ktdrej parametrami sa:
macierz sztywnosci elementu (k1 i k2) oraz przemieszczenia wezidw definiujacych dany element:
najpierw przygotujemy po DWIE PARY przemieszczen dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4)]



>>u2=[U(3) ; U(4) ; U() ; U(6)]
a potem wyznaczymy sily:

>>fl=SilyElementBelkowy (k1l,ul)
f1l =

13.7500
15.0000
-13.7500
12.5000

>>f2=SilyElementBelkowy (k2,u2)
f2 =

-6.2500
-12.5000
6.2500
0.0000

Wyniki pokazuja wartos$ci sily tnacej oraz momentu zginajacego. Ktdre liczby reprezentuja sity, a
ktére momenty?
Narysujemy teraz wykresy sit wewngtrznych w elementach:

>>TWykresElementBelkowy (f1, L)
Widores sily thacej

>>TWykresElementBelkowy (£2, L)

Wiykres sily thace)
O ¥

>>MWykresElementBelkowy (f1, L)



Wiykres momentu Zginajacego

-20
0

>>MWykresElementBelkowy (£2, L)

Wiykres momentu Zginajacego

Przvyktad nr 2.

Dla podanej belki wykonanej z materialu o module E = 210GPa, I = 5%10°m* i obciazonej q =
7TkN/m wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. rotacje w punktach 1,213

3. reakcje w punktach 1,2,314

4. rozklad sity tnacej i momentu zginajacego

q
I 241311 343 4
A
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Rozwiazanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Wspornik dzielimy na 3 elementy i 4 wezty:

- element nr 1 zdefiniowany jest w¢ztami nr i=1 i j=2
- element nr 2 zdefiniowany jest w¢zlami nr i=2 i j=3



- element nr 3 zdefiniowany jest we¢ztami nr i=3 i j=4
Obciazenie r6wnomiernie roztozone nalezy zamieni¢ na rOwnowazne obciazenie wezlowe (warunki
brzegowe — przemieszczenia i/lub obciazenia - mozemy naktadaé tylko w weztach):
o ity weztowe: q*L/2=7%4/2=14kN
* momenty wezlowe: q * L?/12=7%*4*/12=9.33 kNm
Schemat zastgpczy

14 kN 14 kN

9.33 kNm 9'33 KNm
S
AN 2
<< > < > <
3m 4dm 2m

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Tworzymy zmienne globalne. Dla kazdego elementu wyliczamy jego pole przekroju dla x w $rodku
rozpigtosci danego elementu:

>>E=210e6
>>T=5e-6
>>L1=3
>>1.2=4
>>1,3=2

Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywnosci : od k1 do k3 komendami:

>>k1=SztywnoscElementBelkowy (E, I,L1)
>>k2=SztywnoscElementBelkowy (E, I,L2)
>>k3=SztywnoscElementBelkowy (E, I,L3)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla catego
uktadu

Poniewaz w uktadzie mamy 4 wezly, wigc globalna macierz sztywnosci bedzie miata wymiar 8x8.
Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (8, 8)

Poniewaz mamy trzy elementy, to funkcj¢ zlozSztywnoscBelek trzeba wywola¢ trzy razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (od k1 do k3) i numery weztéw definiujace dany element:

>>K=ZlozSztywnoscBelek (K, kl1,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscBelek (K, k2, 2, 3)
>>K=ZlozSztywnoscBelek (K, k3, 3, 4)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnosci poszczegélnych
elementow.

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w posta¢ (nie pokazano K ze wzgledu na zbyt duze
wymiary):



Uyl | By

¢, M,

U, | |B,

K, * 0, | _ /M,
U,| |E,

0, M;

U,| |F,

0, M,

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
Uly = M1 = Uzy = U3y = U4y = (1)4 = 0, M2 = —9.33, M3 =9.33 (dlaczego?)

Po uwzglgdnieniu powyzszych wiadomych, uktad rownan przyjmuje postac:

0 E,
0 0
0 E,
K )0 |93
8x8 0 F3y
0, 9.33
0 E,
0 M,

nie znamy zatem rotacji ¢;+0s, a takze reakcji Fiy, Fay, F3y, Fay 1 Ma.

Krok 5 - rozwigzanie rownan

Uktad réwnan rozwiazemy ,,po kawatku”, wykreslajac z K 1, 3, 5, 7 i 8 wiersz oraz kolumng,
zostawiajac resztg (prosz¢ to rozpisa¢ w zeszytach).

W Matlabie realizujemy to poleceniami:

przepisanie wierszy 2, 4 1 6 i kolumn 2, 4 i 6 z K do k (macierz K jest tak ,,poszatkowana”, ze
trzeba kopiowac poszczegélne jej wyrazy):

>>k=[K(2,2) K(2,4) K(2,6) ; K(4,2) K(4,4) K(4,6) ; K(6,2) K(6,4) K(6,6)]
stworzenie wektora f ze znanymi obcigzeniami:

>>f=[0 ; -9.33 ; 9.33]

wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):

>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku:
u =

0.0027
-0.0054
0.0039



Proszg¢ przyporzadkowaé wyniki niewiadomym.

Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)
Wyliczenie sit i stworzenie wykresOw prosz¢ zrealizowac samodzielnie.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac: E=200GPa, I=7* 10*m"* oraz M=15kN, wyznaczy¢:
macierz sztywnosci uktadu

rotacje weztow nr 1,213

reakcje w weztachnr 1,213

sile w kazdym elemencie

wykresy sit wewngtrznych

Nk -

35

2m

Zadanie nr 2.

Rozwiaza¢ uklad jak na rysunku ponizej, majac: E=210GPa, 1=5*10”°m*

10 KN/m 30 TN
a T A2 7373 7374
<« < >—>
3m 3m 2m  2m

Zadanie nr 3.

Rozwiazaé uktad jak na rysunku ponizej, majac: E=70GPa, I=4*10"m" i k=5000kN/m.
10kN
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