Metody komputerowe i obliczeniowe
Metoda Elementéw Skonczonych

Element jednowymiarowy liniowy : pret

Jest to element bardzo podobny do ,,sprezyny”: wspéirzedne lokalne i globalne jego we¢zidéw sa
takie same — nie potrzeba zadnych transformacji ukladéw wspétrzednych, a jego sztywnosé
zdefiniowana jest posrednio, za pomoca pola przekroju A, dlugosci L oraz modutu Younga E.
Element ma dwa wezty definiujace jego konce.
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Jesli sztywno$¢ elementu opisuje stata k=EA/L, a kazdy we¢zel moze przemiesci¢ si¢ tylko w
kierunku osi x (ma jeden stopien swobody), to macierz sztywno$ci elementu zdefiniowanego
dwoma weztami (a wigc dwoma stopniami swobody) zapisuje si¢ jako macierz 2x2 (kazdy wymiar
macierzy to liczba stopni swobody calego elementu):
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jesli w calym uktadzie wielu potaczonych ze soba pretéw wystapi n weztow, to macierz sztywnosci
bedzie miata wymiar nxn. W dalszym ciagu obowiazuje ogdlny uktad rownan liniowych metody:

[K{u} = {f}

gdzie: [K] — macierz sztywnosci, {u} — wektor przemieszczen weztow, {f} — wektor sit
dziatajacych w weztach. Jesli znamy sztywnos$¢ elementu oraz przemieszczenia wezléw — mozemy
wyliczy¢ dziatajace sily, a jesli znamy sily, to po rozwiazaniu réwnania mozemy wyliczy¢
przemieszczenia.

Funkcje realizujace obliczenia MES na elementach pr¢towych w Matlabie (nalezy je przepisa¢ w
osobnych plikach M-File, nadajac im nazwy takie, jakie maja zawarte w nich funkcje):

ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: szt ywnoscElementPretowy.m

function y = SztywnoscElementPretowy (E,A, L)

$funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu pretowego
Swymiar wyniku : 2x2

y = [E*A/L -E*A/L; -E*A/L E*A/L];

function y = ZlozSztywnoscPretow (K, k,1i, Jj)

$funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie prety

$w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow k
$zdefiniowanych wezlami i j



$UWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu
$funkcji SztywnoscElementPretowy!

%$skladanie

K(i,i) = K(i,1) + k(1,1);
K(i,3J) = K(i,3J) + k(1,2);
K(j,i) = K(3j,1) + k(2,1);
K(]r]) = K(]lj) + k(2,2);

%1 wynik zwracany przez funkcije

function y = SilyElementPretowy (k,u)

$funkcja wylicza sily wezlowe dla danego elementu na podstawie znanych
przemieszczen u i sztywnosci k

y =k *u

function y = NaprezeniaElementPretowy (k,u,A)

$funkcja wylicza naprezenia dla danego elementu na podstawie znanych
przemieszczen u, sztywnosci k oraz pola przekroju A

y = k * u/A;

Przyktad nr 1.

Dla podanego uktadu elementéw wykonanych z materialu o znanym module E = 210GPa, polu
przekroju A = 0.003m” i sile obciazajacej P = 10kN wyznaczy¢ ponizsze niewiadome przy
zatozeniu, ze wezel nr 3 jest przesuwany o 0.002m:

macierz sztywnosci uktadu

przemieszczenie wezta nr 2

reakcje w weztachnr 113

sil¢ w kazdym elemencie

napre¢zenie w kazdym elemencie
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Rozwiazanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Zadanie jest juz podzielone na elementy i wezly :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2

- element nr 2 zdefiniowany jest wezlami nr i=2 i j=3

wezet nr 2 jest wsp6lny dla obu elementow — elementy sa potaczone w wezle nr 2.
W weztach nr 11 3 sa podpory, ale podpora w wezle nr 3 jest przemieszczana.



Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Wprowadzamy zmienne globalne, ktére przechowuja dane materialowe i geometryczne naszego
zadania: E, AiLl oraz L2

>>E=210e6
>>A=0.003
>>1L1=1.5
>>1.2=1

Mamy dwa elementy, zatem tworzymy dwie macierze sztywnosci : k1 i k2 komendami:

>>k1l=SztywnoscElementPretowy (E,A,L1l)
>>k2=SztywnoscElementPretowy (E,A,L2)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla catego
uktadu

Poniewaz w uktadzie mamy 3 wezly, wigc globalna macierz sztywnosci bedzie miata wymiar 3x3.
Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (3, 3)

Poniewaz mamy dwa elementy, to funkcj¢ ZlozSztywnoscPretow trzeba wywola¢ dwa razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalng macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (kl, a potem k2) i numery wegztéw definiujace dany element
(najpierw 112, a potem 21 3):

>>K=ZlozSztywnoscPretow(K,k1l,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscPretow (K, k2, 2, 3)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnosci poszczegdlnych
elementéw (PROSZE SPRAWDZIC!).

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Stworzona macierz sztywnosci ma postac:

420000  —420000 0
K =|—-420000 1050000 -—630000
0 —630000 630000

a uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

420000 —420000 0 ul f1
—420000 1050000 —630000 |u2,=+ f2
0 —630000 630000 ||u3 f3

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
- przemieszczenie we¢zla nr 1 jest niemozliwe — podpora: ul =0
- w wezle nr 2 jest obciazenie : f2 = P = -10kN (w lewo, przeciwnie do zwrotu osi X)
- w wezle nr 3 jest ruchoma podpora : u3 = 0.002m (narzucone przemieszczenie)

Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad rownan przyjmuje postac:



420000 —420000 0 0 f1
—420000 1050000 -6300005 u2 ;=4-10
0 —-630000 630000 [|0.002 f3

nie znamy zatem przemieszczenia u2 i reakcji f1 i f3 (podpory).

Krok 5 - rozwigzanie rownan

Przygladajac si¢ ukladowi réwnan zauwazymy, ze mozna go rozwiaza¢ ,,po kawatku”, ale tym
razem znana warto$¢ przemieszczenia u3 jest rézna od zera — nie mozemy zastosowac
postgpowania z poprzedniej lekcji. Wydzielimy caty wiersz z macierzy sztywnos$ci dla nieznanego
przemieszczenia u2:

420000 —420000 0 0 fl
—420000 1050000 —630000\ u2 |\=
0 —630000 630000 ||[0.002 13

0
[-420000 1050000 -630000R w2 ={-10}
0.002

Prosz¢ zauwazy¢, ze wiersz macierzy sztywnos$ci przemnozony przez kolumng przemieszczen da w
wyniku jedna warto$¢ : znana site (Kjx3 X uzx = fix1):

K(2,1) * ul + K(2,2) * u2 + K(2,3) * u3 = 2
~420000 * 0 + 1050000 * u2 + (-630000) * 0.002 = -10

co mozna uprosci¢ do réwnania:

K(2,2) *u2 =12 - K(2,3) * u3
1050000 * u2 =-10 + 630000 * 0.002

w Matlabie realizujemy to poleceniami:
przepisanie tylko jednego wyrazu z 2 wiersza i 2 kolumny z K do k:

>>k=K (2, 2)

stworzenie wektora wyrazé6w wolnych (prawej strony réwnania) ze znang sita f2=-10kN oraz
znanym przemieszczeniem u3=0.002:

>>f=-10-K(2,3)*0.002
wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):
>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku: u = 0.0012m.



Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy ul=0 i u3=0.002 do wyniku u2):

>>U=[0;u;0.002]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy: F1 =-500.0; F2 =-10.0 1 F3 = 510.0. Zatem reakcja w podporze nr 1 wynosi -500kN i
jest skierowana przeciwnie do zwrotu osi x (w lewo, znak ujemny), natomiast reakcja w podporze 2
jest rowna 510kN i jest skierowana w prawo.

Sity w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementPretowy (k,u), ktérej parametrami sa:
macierz sztywnosci elementu (k1 i k2) oraz przemieszczenia we¢ztéw definiujacych dany element
(czyliul i u2, a potem u2 i u3):

najpierw przygotujemy pary przemieszczen dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1);U(2)]
>>u2=[U(2);U(3)]

a potem wyznaczymy sily:

>>fl=SilyElementPretowy (kl,ul)
>>f2=SilyElementPretowy (k2,u2)

Wyniki wskazuja, ze oba elementy sa rozciagane sitami SOOkN i 510kN. Napr¢zenia w elementach
wyznaczymy dzigki funkcji NaprezeniaElementPretowy (k,u,d), ktorej parametrami sa:
macierz sztywnosci elementu (k1 i k2), przemieszczenia wezidw definiujacych dany element (czyli
ul i u2, a potem u2 i u3) oraz pole przekroju elementéw A:

>>sl=NaprezeniaElementPretowy (k1l,ul,A)
>>s2=NaprezeniaElementPretowy (k2,u2,A)

Uzyskane naprezenia dla elementéw: 1.667E5 kPa i 1.700E7kPa (rozciagajace — DLACZEGO?)

Przyktad nr 2.

Dla podanego wspornika o zmiennym przekroju Al = 0.002m” + A2 = 0.012m’, wykonanego z
materialu o module E = 210GPa, obciazonego sita P = 18kN wyznaczy¢ przemieszczenie jego
wolnego konca.

3m
Rozwiazanie:



Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Wspornik dzielimy na 5 elementéw i 6 weztow :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2
- element nr 2 zdefiniowany jest w¢zltami nr i=2 i j=3
- element nr 3 zdefiniowany jest w¢ztami nr i=3 i j=4
- element nr 4 zdefiniowany jest w¢zlami nr i=4 1 j=5
- element nr 5 zdefiniowany jest w¢ztami nr i=5 i j=6
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Dyskretyzacja jest konieczna ze wzgledu na zmienng sztywno$¢ wspornika. Mozna uzy¢ wigkszej
liczby elementéw, aby zwiekszy¢ dokladno$¢ obliczen. Kazdy z pigciu elementdw ma stala
sztywnos¢ — state pole przekroju, ktére mozna wyliczy¢ interpolujac liniowo warto$ci posrednie
pola A pomigdzy koncami wspornika:

A(X) = Al + (A2-A1) /L * x
A(x) = 0.002 + (0.012 — 0.002) / 3 * x
A(x) = 0.002 + 0.01/3 * x

gdzie x jest odlegtoscia od lewego konca wspornika (w metrach).
Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Tworzymy zmienne globalne. Dla kazdego elementu wyliczamy jego pole przekroju dla x w Srodku
rozpigtosci danego elementu:

>>E=210e6

>>1=0.6
>>A1=0.002+0.01/3*0.
>>A2=0.002+0.01/3*0.
>>A3=0.002+0.01/3*1.
>>A4=0.002+0.01/3*2.
>>A5=0.002+0.01/3*2.

~N = 00w

Mamy pig¢ elementow, zatem tworzymy pi¢¢ macierzy sztywnosci : od k1 do k5 komendami:

>>k1=SztywnoscElementPretowy (E,Al, L)
>>k2=SztywnoscElementPretowy (E,A2, L)
>>k3=SztywnoscElementPretowy (E,A3, L)
>>k4=SztywnoscElementPretowy (E, A4, L)
>>k5=SztywnoscElementPretowy (E,A5, L)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla catego
ukladu

Poniewaz w uktadzie mamy 6 we¢ziéw, wigc globalna macierz sztywnos$ci bgdzie miata wymiar
6x6. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowa¢, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (6, 6)



Poniewaz mamy pig¢ elementéw, to funkcje zlozsztywnoscPretow trzeba wywola¢ pigé razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (od k1 do k5) i numery weziéw definiujace dany element:

>>K=ZlozSztywnoscPretow (K, kl,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscPretow (K, k2, 2, 3)
>>K=ZlozSztywnoscPretow (K, k3, 3, 4)
>>K=ZlozSztywnoscPretow (K, k4,4,5)
>>K=ZlozSztywnoscPretow (K, k5,5, 6)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementow.

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Stworzona macierz sztywnosci ma postac:

105 -105 0 0 0 0
-1.05 280 -175 0 0 0
J 0 =175 42 -245 0 0
K =10
0 0 -245 56 =315 0
0 0 0 -315 7 =385
.0 0 0 0 -385 3.85 |
a uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:
[1.05 -105 0 0 0 0 |[ul f1
-105 280 -175 0 0 0 ||lu2| |[f2
1o° 0 -175 42 -245 0 0 |Ju3| _|f3
0 0 -245 56 =315 0 ||lud| |f4
0 0 0 =315 7 =385||uS5 f5
| 0 0 0 0 -385 3.85]|u6 |[f6

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
- przemieszczenie we¢zla nr 6 jest niemozliwe — podpora: u6 = 0,
- nie ma obciazen w weztachnr 2do 5:f2=1f3=1f4=f5=0,
- w wezle nr 1 zaczepiona jest sita P: f1 = -18kN
Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad rownan przyjmuje postac:

[1.05 -1.05 0 0 0 0 ul -18
-1.05 280 -1.75 0 0 0 u2 0
10° 0 -1.75 42 =245 0 0 u3 _ 0
0 0 -245 5.6 -3.15 0 u4 0

0 0 0 -3.15 7 —3.85||uS 0

| 0 0 0 0 -385 385 || 0 f6

nie znamy zatem przemieszczen ul-uS5, a takze reakcji f6 (podpora).



Krok 5 - rozwigzanie réwnan
Uklad réwnah rozwiazemy ,,po kawalku”, wykreslajac ostatni wiersz i kolumng dla znanego
przemieszczenia u6, zostawiajac reszt¢ dla nieznanych ul+u5:

[11.05 -1.05 0 0 0 0 |(ul -18
-1.05 280 -175 0 0 0 ||lu2 0
1o° 0 -175 42 =245 0 0 (Jud| _J O
0 0 -245 56 -315| 0 ||u4 0
0 0 0 315 7 |-385||u5 0
| 0 0 0 0 -385 385]0 f6
[1.05 -105 0 0 1(ul -18
-105 28 -175 0 u2 0
10°f 0 —-175 42 245 udr=4 0
0 0 -245 56 —3.15||u4 0
0 0 0 -3.15 J(us 0

w Matlabie realizujemy to poleceniami:
przepisanie wierszy 1-5 i kolumn 1-5 z K do k:

>>k=K(1:5,1:5)

stworzenie wektora f ze znanymi sitami f1 = -18, {2 + f5=0kN:
>>f=[-18;0;0;0;0]

wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):
>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku: 10*(-0.4517 —0.2802 —0.1774 —0.1039 —0.0468)m.

Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)

Majac wyliczone przemieszczenia wszystkich we¢ziéw mozemy odpowiedzie¢ na polecenie w
zadaniu: przemieszczenie swobodnego konca wspornika wyniesie ul =-0.4517E-4m.

UWAGA! Wyliczenie sit i naprezen prosze zrealizowaé samodzielnie.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac: E=70GPa, A=0.005m> oraz P1=10kN i P2=15kN,
wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci ukladu

2. przemieszczenie weztow nr 2,31 4



3. reakcje w wezle nr 1
4. sil¢ w kazdym elemencie
5. naprgzenia
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Zadanie nr 2.
Rozwiazac¢ przyktad nr 2 dla 10 elementéw zamiast 5. Poréwna¢ wyniki.
Zadanie nr 3.

Dla ukfadu jak na rysunku ponizej, majac E=200GPa i A=0. 0lm* dla elementu pretowego,
sztywnos¢ sprezyny: k=1000kN/m oraz site P=25kN, wyznaczy¢:

macierz sztywnosci uktadu

przemieszczenie we¢zta nr 2

reakcje w weztach nr 11 3

naprezenie w precie

sil¢ w sprezynie
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