
Metody komputerowe i obliczeniowe 
Metoda Elementów Sko�czonych 

 
Element dwuwymiarowy liniowy : pr�t 2D 

 
Jest to element dwuwymiarowy o ró�nych współrz�dnych lokalnych i globalnych w�złów – 
niezb�dne s� transformacje układów współrz�dnych. Jego sztywno�� zdefiniowana jest po�rednio, 
za pomoc� pola przekroju A, długo�ci L oraz modułu Younga E. Transformacje wyra�one s� za 
pomoc� funkcji trygonometrycznych k�ta nachylenia elementu w stosunku do osi x globalnego 
układu współrz�dnych, mierzonego w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazówek zegara. 
Element ma dwa w�zły definiuj�ce jego ko�ce. Ka�dy w�zeł ma dwa stopnie swobody. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Je�li ka�dy w�zeł mo�e przemie�ci� si� w kierunku osi x i y (ma dwa stopnie swobody), to macierz 
sztywno�ci elementu zdefiniowanego dwoma w�złami (a wi�c czterema stopniami swobody) 
zapisuje si� jako macierz 4x4 (ka�dy wymiar macierzy to liczba stopni swobody całego elementu): 
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gdzie: 

c = cos(Θ), 
s = sin(Θ). 

Je�li w całym układzie wielu poł�czonych ze sob� elementów wyst�pi n w�złów, to macierz 
sztywno�ci b�dzie miała wymiar 2nx2n. W dalszym ci�gu obowi�zuje ogólny układ równa� 
liniowych metody: 

[K]{u} = {f} 
 

gdzie: [K] – macierz sztywno�ci, {u} – wektor przemieszcze� w�złów, {f} – wektor sił 
działaj�cych w w�złach. Jak w poprzednich lekcjach, je�li znamy sztywno�� elementu oraz 
przemieszczenia w�złów – mo�emy wyliczy� działaj�ce siły, a je�li znamy siły, to po rozwi�zaniu 
układu równa� mo�emy wyliczy� przemieszczenia. Siły w elementach wyznacza si� z 
nast�puj�cego zwi�zku: 
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gdzie {u} jest 4-elementowym wektorem kolumnowym, zawieraj�cym przemieszczenia w�złów 
definiuj�cych dany element. Warto�� napr��enia w elemencie wyznaczana jest przez stosunek siły f 
do pola przekroju poprzecznego A. Je�li w schemacie statycznym wyst�pi konieczno�� 
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uwzgl�dnienia nachylonej podpory, to globalna macierz sztywno�ci musi zosta� zmodyfikowana w 
nast�puj�cy sposób: 

TTKTK = , 
 

gdzie T jest macierz� transformacji o wymiarach takich, jak K (patrz ni�ej: funkcja 
NachylonaPodporaElementPretowy2D). 
 
 
 
 
 
 
Funkcje realizuj�ce obliczenia MES na elementach pr�towych 2D w Matlabie (nale�y je przepisa� 
w osobnych plikach M-File, nadaj�c im nazwy takie, jakie maj� zawarte w nich funkcje): 
 
poni�sz� funkcj� zapisujemy w pliku: DlugoscKatElementPretowy2D.m 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function [L Th]= DlugoscKatElementPretowy2D(x1,y1,x2,y2) 
%funkcja wyznacza dlugosc L i kat nachylenia elementu pretowego 2D na podstawie 
%wspolrzednych jego wezlow (kat w stopniach) 
L = sqrt((x2-x1)*(x2-x1) + (y2-y1)*(y2-y1)); 
Th = atan((y2-y1)/(x2-x1))*180/pi; 
if Th<0 
    Th = 180 + Th; 
end 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
poni�sz� funkcj� zapisujemy w pliku: SztywnoscElementPretowy2D.m 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L,theta) 
%funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu pretowego 2D 
%kat theta podajemy w stopniach 
%wymiar wyniku : 4x4 
x = theta*pi/180; 
c = cos(x); 
s = sin(x); 
y = E*A/L*[c*c c*s –c*c –c*s; c*s s*s –c*s –s*s; 
          -c*c –c*s c*c c*s; -c*s –s*s c*s s*s]; 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
poni�sz� funkcj� zapisujemy w pliku: ZlozSztywnoscPretow2D.m 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = ZlozSztywnoscPretow2D(K,k,i,j) 
%funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie prety 2D 
%w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow k 
%zdefiniowanych wezlami i j 
%UWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu 
%funkcji SztywnoscElementPretowy2D! 
 
%skladanie 
K(2*i-1,2*i-1) = K(2*i-1,2*i-1) + k(1,1); 
K(2*i-1,2*i) = K(2*i-1,2*i) + k(1,2); 
K(2*i-1,2*j-1) = K(2*i-1,2*j-1) + k(1,3); 
K(2*i-1,2*j) = K(2*i-1,2*j) + k(1,4); 
K(2*i,2*i-1) = K(2*i,2*i-1) + k(2,1); 
K(2*i,2*i) = K(2*i,2*i) + k(2,2); 
K(2*i,2*j-1) = K(2*i,2*j-1) + k(2,3); 
K(2*i,2*j) = K(2*i,2*j) + k(2,4); 
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K(2*j-1,2*i-1) = K(2*j-1,2*i-1) + k(3,1); 
K(2*j-1,2*i) = K(2*j-1,2*i) + k(3,2); 
K(2*j-1,2*j-1) = K(2*j-1,2*j-1) + k(3,3); 
K(2*j-1,2*j) = K(2*j-1,2*j) + k(3,4); 
K(2*j,2*i-1) = K(2*j,2*i-1) + k(4,1); 
K(2*j,2*i) = K(2*j,2*i) + k(4,2); 
K(2*j,2*j-1) = K(2*j,2*j-1) + k(4,3); 
K(2*j,2*j) = K(2*j,2*j) + k(4,4); 
 
%i wynik zwracany przez funkcje 
y = K; 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
poni�sz� funkcj� zapisujemy w pliku: SilyElementPretowy2D.m 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = SilyElementPretowy2D(E,A,L,theta,u) 
%funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u, 
%geometrii pr�ta oraz E 
x = theta*pi/180; 
c = cos(x); 
s = sin(x); 
y = E*A/L*[-c -s c s]*u; 
 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
poni�sz� funkcj� zapisujemy w pliku: NaprezeniaElementPretowy2D.m 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = NaprezeniaElementPretowy2D(E,L,theta,u) 
%funkcja wylicza naprezenia dla danego elementu na podstawie znanych 
przemieszczen u, geometrii elementu i E 
x = theta*pi/180; 
c = cos(x); 
s = sin(x); 
y = E/L*[-c -s c s]*u; 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
poni�sz� funkcj� zapisujemy w pliku: NachylonaPodporaElementPretowy2D.m 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
function y = NachylonaPodporaElementPretowy2D(T,alpha,i) 
%funkcja wyznacza macierz transformacji na podstawie k�ta nachylenia podpory 
%alpha i numeru w�zła (kat w stopniach) 
x = alpha*pi/180; 
T(2*i-1,2*i-1) = cos(x); 
T(2*i-1,2*i) = sin(x); 
T(2*i,2*i-1) = -sin(x); 
T(2*i,2*i) = cos(x); 
y = T; 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

Przykład nr 1. 
 
Dla podanego układu elementów wykonanych z materiału o znanym module E = 210GPa, polu 
przekroju A = 0.0001m2 i siłach obci��aj�cych przedstawionych na rysunku, wyznaczy� poni�sze 
niewiadome: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. przemieszczenia w�złów nr 2 i 3 
3. reakcje w w�złach nr 1 i 2 
4. sił� i napr��enie w ka�dym elemencie 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie: 
 
Krok 1 – dyskretyzacja zadania 
Zadanie jest ju� podzielone na elementy i w�zły : 
- element nr 1 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=2 
- element nr 2 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=3 
- element nr 3 zdefiniowany jest w�złami nr i=2 i j=3 
W w�złach nr 1 i 2 s� podpory: podpora przegubowo-nieprzesuwna (1) i przegubowo-przesuwna 
(2). 
 
Krok 2 – utworzenie macierzy sztywno�ci dla ka�dego elementu 
Wprowadzamy zmienne globalne, które przechowuj� dane materiałowe i geometryczne naszego 
zadania: współrz�dne w�złów x1, y1, x2, y2, x3, y3, E, A, L1, theta1, wyznaczamy: L2, L3, theta2 i 
theta3 (theta: k�ty nachylenia elementów do poziomu, zorientowane wzgl�dem dodatniego zwrotu 
osi x) (UWAGA! W celu poprawienia przejrzysto�ci wy�wietlanych wyników: >>format short) 
 
>>x1=0 
>>y1=0 
>>x2=4 
>>y2=0 
>>x3=2 
>>y3=3 
>>E=210e6 
>>A=0.0001 
>>L1=4 
>>theta1=0 
>>[L2 theta2]=DlugoscKatElementPretowy2D(x1,y1,x3,y3) 
>>[L3 theta3]=DlugoscKatElementPretowy2D(x2,y2,x3,y3) 

 
Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywno�ci : k1, k2 i k3 komendami: 
 
>>k1=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L1,theta1) 
>>k2=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L2,theta2) 
>>k3=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L3,theta3) 
 

Krok 3 – składanie macierzy sztywno�ci elementów w jedn� globaln� macierz dla całego 
układu 
Poniewa� w układzie mamy 3 w�zły, wi�c globalna macierz sztywno�ci b�dzie miała wymiar 6x6. 
Macierz K nale�y przed składaniem wyzerowa�, co wykonujemy komend�: 
 
>>K=zeros(6,6) 

 

1 2 

3 

2m 2m 

3m 

5kN 

10kN 

x 

y 



Poniewa� mamy trzy elementy, to funkcj� ZlozSztywnoscPretow2D trzeba wywoła� trzy razy – 
niezale�nie dla ka�dego elementu, podaj�c jako parametry globaln� macierz K (która jest 
wynikiem), macierz elementu k (k1, k2, a potem k3) i numery w�złów definiuj�ce dany element 
(najpierw 1 i 2, potem 1 i 3 i na ko�cu 2 i 3): 
 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k1,1,2) 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k2,1,3) 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k3,2,3) 

 
Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawi� si� sumowane sztywno�ci poszczególnych 
elementów (PROSZ� KONTROLOWA� ZMIANIAJ	CE SI� WARTO
CI!). 
 
Krok 4 – uwzgl�dnienie warunków brzegowych 
Stworzona macierz sztywno�ci ma posta�: 
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a układ równa� [K]{u}={f} mo�na rozpisa� w posta�: 
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Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s�: 

- przemieszczenie w�zła nr 1 jest niemo�liwe – podpora: u1x = 0 i u1y = 0 
- w w��le nr 2 niemo�liwe jest przemieszczenie w kierunku y, ale mo�liwe jest 

przemieszczenie w kierunku x, zatem: u2y = 0 
- w w��le nr 3 jest obci��enie działaj�ce zarówno w kierunku x jak i y: f3x = 5, f3y = -10. 

Po uwzgl�dnieniu powy�szych wiadomych, układ równa� przyjmuje posta�: 
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nie znamy zatem przemieszczenia u2x, u3x i u3y oraz reakcji f1x, f1y i f2y (podpory). 
 



Krok 5 – rozwi�zanie równa� 
Przygl�daj�c si� układowi równa� zauwa�ymy, �e mo�na go rozwi�za� „po kawałku”, wykre�laj�c 
wiersze i kolumny odpowiadaj�ce zerowym przemieszczeniom w�złów: 
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w Matlabie realizujemy to poleceniami: 
- przepisanie wyrazów z 3, 5 i 6 wiersza i 3, 5 i 6 kolumny z K do k: 
 
>>k=[K(3,3) K(3,5:6) ; K(5:6,3) K(5:6,5:6)] 

 
- stworzenie wektora wyrazów wolnych (prawej strony równania) ze znanymi siłami f2x=0kN oraz 
f3x=5 i f3y=-10: 
 
>>f=[0 ; 5 ; -10] 

 
- wyznaczenie nieznanych przemieszcze� eliminacj� Gaussa: 
 
>>u=k\f 

 
W wyniku otrzymujemy: u2x = 0.0011m, u3x = 0.0020m, u3y = -0.0016m. 
 
Krok 6 – obróbka wyników (postprocessing) 
Maj�c przemieszczenia wszystkich w�złów, mo�emy obliczy� reakcje w podporach. Najpierw 
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wyników u1x=0 i u1y=0 i u2y=0): 
 
>>U=[0 ; 0 ; u(1) ; 0 ; u(2:3)] 

 
a potem wyliczmy siły: 
 
>>F=K*U 

 
otrzymamy: f1x = F(1) = -5; f1y = F(2) = 1.25 i f2y = F(4) = 8.75. Zatem składowa pozioma reakcji 
w podporze nr 1 wynosi -5kN i jest skierowana przeciwnie do zwrotu osi x (w lewo, znak ujemny), 
składowa pionowa w podporze nr 1 wynosi 1.25kN i jest skierowana do góry, natomiast reakcja w 
podporze 2 jest równa 8.75kN i jest skierowana w prawo. 



Siły w elementach wyznaczymy dzi�ki funkcji SilyElementPretowy2D(E,A,L,theta,u), której 
parametrami s�: moduł spr��ysto�ci E, pole przekroju A, długo�ci L1, L2 i L3, k�ty nachylenia 
theta1, theta2 i theta3 oraz przemieszczenia w�złów definiuj�cych dany element (czyli parami: u1x 
i u1y oraz u2x i u2y, potem u1x i u1y oraz u3x i u3y i na ko�cu u2x i u2y oraz u3x i u3y): 
najpierw przygotujemy pary przemieszcze� dla ka�dego elementu: 
 
>>u1=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4)] 
>>u2=[U(1) ; U(2) ; U(5) ; U(6)] 
>>u3=[U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)] 

 
a potem wyznaczymy siły: 
 
>>f1=SilyElementPretowy2D(E,A,L1,theta1,u1) 
>>f2=SilyElementPretowy2D(E,A,L2,theta2,u2) 
>>f3=SilyElementPretowy2D(E,A,L3,theta3,u3) 

 
Wyniki wskazuj�, �e elementy nr 2 i 3 s� �ciskane siłami 1.5023kN i 10.5162kN, a element nr 1 
rozci�gany sił� 5.8333kN. Napr��enia w elementach wyznaczymy dzi�ki funkcji 
NaprezeniaElementPretowy2D(E,L,theta,u), której parametrami s�: moduł spr��ysto�ci E, 
długo�ci L1, L2 i L3, k�ty nachylenia theta1, theta2 i theta3 oraz przemieszczenia w�złów 
definiuj�cych dany element: 
 
>>s1=NaprezeniaElementPretowy2D(E,L1,theta1,u1) 
>>s2=NaprezeniaElementPretowy2D(E,L2,theta2,u2) 
>>s3=NaprezeniaElementPretowy2D(E,L3,theta3,u3) 

 
Uzyskane napr��enia dla elementów 1, 2 i 3: 5.8333E4 kPa, –1.5023E4kPa i –1.0516E5kPa. 

 
Przykład nr 2. 

 
Dla danego układu kratowego pr�tów o polach przekroju A=0.004m2 i module E=70GPa 
wyznaczy�: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. przemieszczenia w�złów nr 2, 3 i 4 
3. reakcje w w�złach nr 1 i 4 
4. sił� i napr��enie w ka�dym elemencie 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozwi�zanie: 
 
Krok 1 – dyskretyzacja zadania 
Układ jest ju� zdyskretyzowany 6. elementami i 4. w�złami : 
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- element nr 1 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=2 
- element nr 2 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=4 
- element nr 3 zdefiniowany jest w�złami nr i=1 i j=3 
- element nr 4 zdefiniowany jest w�złami nr i=2 i j=4 
- element nr 5 zdefiniowany jest w�złami nr i=2 i j=3 
- element nr 6 zdefiniowany jest w�złami nr i=3 i j=4 
 
Krok 2 – utworzenie macierzy sztywno�ci dla ka�dego elementu 
 
Tworzymy zmienne globalne. Dla nachylonych elementów wyliczamy ich długo�ci i k�ty 
nachylenia: 
 
>>x1=0 
>>y1=0 
>>x2=0 
>>y2=3.5 
>>x3=4 
>>y3=3.5 
>>x4=4 
>>y4=0 
>>E=70e6 
>>A=0.004 
>>L1=3.5 
>>theta1=90 
>>L2=4 
>>theta2=0 
>>[L3 theta3]=DlugoscKatElementPretowy2D(x1,y1,x3,y3) 
>>[L4 theta4]=DlugoscKatElementPretowy2D(x2,y2,x4,y4) 
>>L5=4 
>>theta5=0 
>>L6=3.5 
>>theta6=270 

 
(Prosz� zwróci� uwag� na kierunki definicji elementów – kolejno�� w�złów! Od tych kierunków 
zale�� warto�ci k�tów theta, które powinny by� zawsze dodatnie!). Mamy sze�� elementów, zatem 
tworzymy sze�� macierzy sztywno�ci : od k1 do k6 komendami: 
 
>>k1=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L1,theta1) 
>>k2=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L2,theta2) 
>>k3=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L3,theta3) 
>>k4=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L4,theta4) 
>>k5=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L5,theta5) 
>>k6=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L6,theta6) 
 

Krok 3 – składanie macierzy sztywno�ci elementów w jedn� globaln� macierz dla całego 
układu 
Poniewa� w układzie mamy 4 w�zły, wi�c globalna macierz sztywno�ci b�dzie miała wymiar 8x8. 
Macierz K nale�y przed składaniem wyzerowa�, co wykonujemy komend�: 
 
>>K=zeros(8,8) 

 
Poniewa� mamy sze�� elementów, to funkcj� ZlozSztywnoscPretow2D trzeba wywoła� sze�� razy 
– niezale�nie dla ka�dego elementu, podaj�c jako parametry globaln� macierz K (która jest 
wynikiem), macierz elementu k (od k1 do k6) i numery w�złów definiuj�ce dany element: 
 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k1,1,2) 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k2,1,4) 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k3,1,3) 



>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k4,2,4) 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k5,2,3) 
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D(K,k6,3,4) 

 
Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawi� si� sumowane sztywno�ci poszczególnych 
elementów. (UWAGA! Prosz� obserwowa� warto�ci K po ka�dej komendzie!) 
 
Krok 4 – uwzgl�dnienie warunków brzegowych 
Stworzona macierz sztywno�ci ma posta�: 
 

 
 
Poniewa� w układzie znajduje si� nachylona podpora, powy�sz� macierz nale�y zmodyfikowa�. 
Budujemy macierz T: na pocz�tek tworzymy macierz jednostkow� o wymiarach takich, jak macierz 
K: 
 
>>T=eye(8,8) 

 
potem wywołujemy funkcj� NachylonaPodporaElementPretowy2D, której parametrami s�: 
macierz T (zwracana w wyniku, po uaktualnieniu warto�ci), k�t nachylenia podpory alpha (w 
przykładzie 45°, zasada taka sama, jak przy k�tach theta) oraz numer w�zła, w którym znajduje si� 
podpora (w tym przypadku i=4): 
 
>>T=NachylonaPodporaElementPretowy2D(T,45,4) 

 
W wyniku powinna pojawi� si� macierz z warto�ciami: 
 

 
Modyfikacj� K realizuje si� komend�: 
 
>>Knew=T*K*T’ 

 
Układ równa� [K]{u}={f} mo�na rozpisa� w posta� (prim przy oznaczeniach przemieszcze� i sił w 
w��le 4 oznacza nachylenie podpory): 
 

K=105 

T= 
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*Knew  

 
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s�: 

- znane przemieszczenia w�złów nr 1 i 4: u1x = u1y = u’4y = 0, 
- znane obci��enia w w�złach nr 2 do 4 : f2x = f2y = f’4x = 0, f3x = 30 

Po uwzgl�dnieniu powy�szych wiadomych, układ równa� przyjmuje posta�: 
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0
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*Knew  

 
nie znamy zatem 5. przemieszcze�, a tak�e reakcji f1 i f4 (składowej y). 
 
Krok 5 – rozwi�zanie równa� 
Układ równa� rozwi��emy „po kawałku”, wykre�laj�c 1, 2 i 8 wiersz i kolumn� w Knew (dla 
zerowych przemieszcze�), zostawiaj�c reszt� dla nieznanych u (wiersze i kolumny od numeru 3 do 
7). Realizujemy to komend�: 
 
>>k=Knew(3:7,3:7) 

 

 
 

 
Tak jak w poprzednim przykładzie, wektor f ze znanymi siłami utworzymy komend�: 
 
>>f=[0 ; 0 ; 30; 0 ; 0] 

 
a nast�pnie wyliczymy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa): 
 
>>u=k\f 

 
Otrzymamy w wyniku: 10-3(0.6053  0.1590  0.8129  –0.3366  –0.2367)m. 

k=105 



 
Krok 6 – obróbka wyników (postprocessing) 
Maj�c przemieszczenia wszystkich w�złów, mo�emy obliczy� reakcje w podporach. Najpierw 
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wyników poprzednio pomini�te zerowe 
warto�ci u): 
 
>>U=[0 ; 0 ; u ; 0] 

 
a potem wyliczmy siły: 
 
>>F=Knew*U 

 
otrzymamy: f1x = F(1) = -3.75; f1y = F(2) = -26.25 i f4y = F(8) = 37.1231. Ostatnia siła jest 
nachylon� reakcj� podpory 4 (składowa pokrywaj�ca si� z osi� podpory). 
Siły w elementach wyznaczymy dzi�ki funkcji SilyElementPretowy2D(E,A,L,theta,u), ale 
najpierw przygotujemy pary przemieszcze� dla ka�dego elementu: 
 
>>u1=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4)] 
>>u2=[U(1) ; U(2) ; U(7) ; U(8)] 
>>u3=[U(1) ; U(2) ; U(5) ; U(6)] 
>>u4=[U(3) ; U(4) ; U(7) ; U(8)] 
>>u5=[U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)] 
>>u6=[U(5) ; U(6) ; U(7) ; U(8)] 

 
UWAGA! Wyliczenie sił i napr��e� prosz� zrealizowa� samodzielnie. 
 
 

Zadania do samodzielnego rozwi�zania: 
 
Zadanie nr 1. 
 
Dla układu jak na rysunku poni�ej, maj�c dane: E=200GPa, A=0.0015m2 wyznaczy�: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. przemieszczenia w�złów nr 1-3 
3. reakcje w w�złach nr 3 i 4 
4. siły i napr��enia w ka�dym elemencie 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zadanie nr 2. 
 
Dla układu jak na rysunku poni�ej, maj�c dane: E=210GPa, A=0.005m2 wyznaczy�: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. przemieszczenia w�złów nr 2-5 

4m 4m 

3m 

1 

2 

3 4 

12kN 



3. reakcje w w�złach nr 1 i 6 
4. siły i napr��enia w ka�dym elemencie 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zadanie nr 3. 
 
Dla układu jak na rysunku poni�ej, maj�c: E=70GPa i A=0.01m2 dla elementu pr�towego, 
sztywno�� spr��yny k=3000kN/m, wyznaczy�: 

1. macierz sztywno�ci układu 
2. przemieszczenie w�złów nr 4 i 5 
3. reakcj� w w�złach nr 1-3 
4. siły i napr��enia w pr�tach 
5. sił� w spr��ynie 
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