Metody komputerowe i obliczeniowe
Metoda Elementéw Skonczonych

Element dwuwymiarowy liniowy : pret 2D

Jest to element dwuwymiarowy o réznych wspétrzednych lokalnych i globalnych weztéow —
niezbedne sa transformacje uktadéw wspotrzednych. Jego sztywnos$¢ zdefiniowana jest posrednio,
za pomoca pola przekroju A, dtugosci L oraz modulu Younga E. Transformacje wyrazone sa za
pomocg funkcji trygonometrycznych kata nachylenia elementu w stosunku do osi x globalnego
uktadu wspotrzednych, mierzonego w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara.
Element ma dwa wezty definiujace jego konce. Kazdy wezel ma dwa stopnie swobody.

element wezel
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Jesli kazdy wezel moze przemiesci¢ si¢ w kierunku osi x i y (ma dwa stopnie swobody), to macierz
sztywno$ci elementu zdefiniowanego dwoma weztami (a wigc czterema stopniami swobody)
zapisuje si¢ jako macierz 4x4 (kazdy wymiar macierzy to liczba stopni swobody caltego elementu):
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gdzie:

¢ =cos(0),

s = sin(®).
Jesli w calym ukladzie wielu potaczonych ze soba elementéw wystapi n weztéw, to macierz
sztywnosci bedzie miala wymiar 2nx2n. W dalszym ciagu obowiazuje ogdlny uklad réwnan
liniowych metody:

[K{u} = {f}

gdzie: [K] — macierz sztywnosci, {u} — wektor przemieszczen weztow, {f} — wektor sit
dziatajacych w wezlach. Jak w poprzednich lekcjach, jesli znamy sztywno$¢ elementu oraz
przemieszczenia weztow — mozemy wyliczy¢ dziatajace sity, a jesli znamy sity, to po rozwiazaniu
uktadu réwnah mozemy wyliczy¢ przemieszczenia. Sily w elementach wyznacza si¢ z
nastgpujacego zwiazku:

EA
f = |— — s
L c —s c s]{u}

gdzie {u} jest 4-elementowym wektorem kolumnowym, zawierajacym przemieszczenia wgziow
definiujacych dany element. Warto$¢ naprezenia w elemencie wyznaczana jest przez stosunek sity f
do pola przekroju poprzecznego A. Jesli w schemacie statycznym wystapi koniecznosé



uwzglednienia nachylonej podpory, to globalna macierz sztywno$ci musi zosta¢ zmodyfikowana w
nastgpujacy sposéb:
K =TKT",

gdzie T jest macierza transformacji o wymiarach takich, jak K (patrz nizej: funkcja
NachylonaPodporaElementPretowy2D).
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Funkcje realizujace obliczenia MES na elementach pretowych 2D w Matlabie (nalezy je przepisaé

w osobnych plikach M-File, nadajac im nazwy takie, jakie maja zawarte w nich funkcje):

ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: DlugoscKatElementPretowy2D.m

function [L Th]= DlugoscKatElementPretowy2D (x1l,v1l,x2,y2)
$funkcja wyznacza dlugosc L i kat nachylenia elementu pretowego 2D na podstawie
$wspolrzednych jego wezlow (kat w stopniach)
L = sqgrt ((x2-x1)*(x2-x1) + (y2-yl)*(y2-y1l));
Th = atan((y2-yl)/(x2-x1))*180/pi;
if Th<O
Th = 180 + Th;
end

function y = SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L,theta)
$funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu pretowego 2D
$kat theta podajemy w stopniach

Swymiar wyniku : 4x4

x = theta*pi/180;

c = cos(x);

s = sin(x);

y = E*A/L*[c*c c*s —-c*c —-c*s; c*s s*s —-c*s —-s*s;

—-Cc*c —-c*s c*c c*s; —-Cc*s —-s*s c*s s*s];

function y = ZlozSztywnoscPretow2D (K, k, 1, J)

$funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie prety 2D
$w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow k
$zdefiniowanych wezlami i j

SUWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu
$funkcji SztywnoscElementPretowy2D!

%$skladanie

K(2*i-1,2*1i-1) = K(2*i-1,2*i-1) + k(1,1);
K(2*i-1,2*1) = K(2*1i-1,2*1i) + k(1,2);
2*i-1,2*9-1) = K(2*1i-1,2*3-1) + k(1,3);
2*i-1,2*79) = K(2*1-1,2*3) + k(1,4);
2*1,2*1i-1) = K(2*1i,2*1-1) + k(2,1);
2*1i,2*1i) = K(2*i,2*i) + k(2,2);
2*%i,2*9-1) = K(2*1,2*3-1) + k(2,3);
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j-1,2*i-1) = K(2*3-1,2*i-1) + k(3,1);
J-1,2*i) = K(2*j-1,2*1i) + k(3,2);
j-1,2*9-1) = K(2*3-1,2*3-1) + k(3,3);
j-1,2*3j) = K(2*j-1,2*3j) + k(3,4);
J,2%i-1) = K(2*3,2*1i-1) + k(4,1);
*j,2%1) = K(2*3,2*1) + k(4,2);
*3,2*3-1) = K(2*3,2*3-1) + k(4,3);
*J,2%3) = K(2*3,2*3) + k(4,4);

%1 wynik zwracany przez funkcije

function y = SilyElementPretowy2D (E,A,L,theta,u)

$funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u,
$geometrii preta oraz E

x = theta*pi/180;

= cos (x);

= sin(x);

= E*A/L*[-c -s c s]*u;
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function y = NaprezeniaElementPretowy2D (E,L,theta,u)

$funkcja wylicza naprezenia dla danego elementu na podstawie znanych
przemieszczen u, geometrii elementu i E

x = theta*pi/180;

= cos (x);

sin(x);

= E/L*[-c -s c s]*u;
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function y = NachylonaPodporaElementPretowy2D (T, alpha,i)

$funkcja wyznacza macierz transformacji na podstawie kata nachylenia podpory
%$alpha i numeru wezta (kat w stopniach)

x = alpha*pi/180;

T(2*1-1,2*1i-1) = cos(X);

(
T(2*1-1,2*1) = sin(x);
T(2*1,2*1-1) = —-sin(x);
T(2*1,2*1) = cos(x);
y = T;

Przyktad nr 1.

Dla podanego uktadu elementéw wykonanych z materialu o znanym module E = 210GPa, polu
przekroju A = 0.0001m? i sitach obciazajacych przedstawionych na rysunku, wyznaczy¢ ponizsze
niewiadome:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. przemieszczenia weztow nr 21 3

3. reakcje w weztachnr 112

4. sile i napr¢zenie w kazdym elemencie
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Rozwigzanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Zadanie jest juz podzielone na elementy i we¢zly :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2

- element nr 2 zdefiniowany jest w¢zlami nr i=1 1 j=3

- element nr 3 zdefiniowany jest wgzlami nr i=2 1 j=3

W weztach nr 1 1 2 sa podpory: podpora przegubowo-nieprzesuwna (1) i przegubowo-przesuwna

2).

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Wprowadzamy zmienne globalne, ktére przechowuja dane materialowe i geometryczne naszego
zadania: wspétrzedne weztéw x1, y1, x2, y2, x3, y3, E, A, L1, thetal, wyznaczamy: L2, L3, theta2 i
theta3 (theta: katy nachylenia elementéw do poziomu, zorientowane wzglgedem dodatniego zwrotu
osi x) (UWAGA! W celu poprawienia przejrzystosci wyswietlanych wynikow: >>format short)

>>x1=0

>>y1=0

>>x2=4

>>y2=0

>>x3=2

>>y3=3

>>E=210e6

>>A=0.0001

>>11=4

>>thetal=0

>>[L2 theta2]=DlugoscKatElementPretowy2D (x1,vy1l,x3,vy3)
>>[L3 theta3]=DlugoscKatElementPretowy2D (x2,vy2,x3,y3)

Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywnosci : k1, k2 i k3 komendami:

>>k1=SztywnoscElementPretowy2D (E,A,Ll, thetal)
>>k2=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L2, theta?2)
>>k3=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L3, theta3)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla caltego
ukladu

Poniewaz w uktadzie mamy 3 wezly, wigc globalna macierz sztywnoS$ci bedzie miata wymiar 6x6.
Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (6, 6)



Poniewaz mamy trzy elementy, to funkcj¢ zlozSztywnoscPretow2D trzeba wywotaé trzy razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (k1, k2, a potem k3) i numery weztéw definiujace dany element
(najpierw 112, potem 11 3 inakoncu 2 i 3):

>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k1,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k2,1, 3)
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k3,2, 3)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementéw (PROSZE KONTROLOWAC ZMIANIAJACE SIE WARTOSCI!).

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Stworzona macierz sztywno$ci ma postac:

[ 7.0421  2.6882 —5.2500 0 -1.7921 —2.6882]
2.6882  4.0322 0 0 —-2.6882 —-4.0322
K =10° —2.2500 0 7.0421 —-2.6882 —1.7921 2.6882
0 0 —-2.6882 4.0322  2.6882 —4.0322
-1.7921 -2.6882 -1.7921 2.6882  3.5842 0
| —2.6882 —4.0322  2.6882 —4.0322 0 8.0645 |

a uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

ulx flx
uly fly
K u2x | |f2x
uly f2y
u3x f3x
uly f3y

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
- przemieszczenie w¢zla nr 1 jest niemozliwe — podpora: ulx =0iuly =0
- w wezle nr 2 niemozliwe jest przemieszczenie w kierunku y, ale mozliwe jest
przemieszczenie w kierunku x, zatem: u2y =0
- w wezle nr 3 jest obciazenie dziatajace zar6wno w kierunku x jak i y: f3x =5, f3y = -10.
Po uwzglegdnieniu powyzszych wiadomych, uktad rownan przyjmuje postac:

[ 7.0421  2.6882 —5.2500 0 -1.7921 —2.6882] 0 flx
2.6882  4.0322 0 0 —2.6882 —4.0322 0 fly
10° —2.2500 0 7.0421  —-2.6882 —1.7921 2.6882 | ju2x _ 0
0 0 —-2.6882 4.0322  2.6882 —4.0322 0 f2y
-1.7921 -2.6882 -1.7921 2.6882  3.5842 0 u3x 5
| —2.6882 —4.0322 2.6882 —4.0322 0 8.0645 | [u3y -10

nie znamy zatem przemieszczenia u2x, u3x i u3y oraz reakcji f1x, fly i f2y (podpory).



Krok 5 - rozwigzanie réwnan
Przygladajac si¢ uktadowi rownah zauwazymy, ze mozna go rozwigzac ,,po kawatku”, wykreslajac
wiersze 1 kolumny odpowiadajace zerowym przemieszczeniom weziow:

O 2688252500792 +—2:6882T——0 fix
2688240822 9 d 26882 —4.03221 1 0 £ly

13|~ 2500 70421 |-2.0882 |-1.7921 2.6882]|, Jlu2x| || 0 |
¢ ———2:6882—40322—2:6882——4:6322 612y
~17921 —2.6882 |-1.7921 | 2.6882 | 3.5842 0 udx| |5
|—2.6882 —4.0322 | 2.6882 | —4.4322| 0 8.0645(| (u3y] (10

7.0421 —1.7921 2.6882| [u2x 0
10°] —1.7921  3.5842 0 [*u3x;,=4 5
2.6882 0 8.0645| |u3y -10

w Matlabie realizujemy to poleceniami:
- przepisanie wyrazéw z 3, 51 6 wierszai 3, 51 6 kolumny z K do k:

>>k=[K(3,3) K(3,5:6) ; K(5:6,3) K(5:6,5:6)]

- stworzenie wektora wyrazéw wolnych (prawej strony réwnania) ze znanymi sitami f2x=0kN oraz
f3x=5 1 f3y=-10:

>>f=[0 ; 5 ; -10]

- wyznaczenie nieznanych przemieszczen eliminacja Gaussa:

>>u=k\f

W wyniku otrzymujemy: u2x = 0.0011m, u3x = 0.0020m, u3y = -0.0016m.

Krok 6 — obrébka wynikéw (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikéw ulx=01i uly=0 i u2y=0):

>>U=[0 ; 0 ; u(l) ; 0 ; u(2:3)]

a potem wyliczmy sity:

>>F=K*U

otrzymamy: flx = F(1) = -5; fly = F(2) = 1.25 1 f2y = F(4) = 8.75. Zatem skladowa pozioma reakcji
w podporze nr 1 wynosi -5kN i jest skierowana przeciwnie do zwrotu osi X (w lewo, znak ujemny),

sktadowa pionowa w podporze nr 1 wynosi 1.25kN i jest skierowana do géry, natomiast reakcja w
podporze 2 jest réwna 8.75kN i jest skierowana w prawo.



Silty w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementPretowy2D (E, A, L, theta,u), ktorej
parametrami sa: modul sprezystosci E, pole przekroju A, dtugosci L1, L2 i L3, katy nachylenia
thetal, theta2 i theta3 oraz przemieszczenia w¢ztow definiujacych dany element (czyli parami: ulx
iuly oraz u2x i u2y, potem ulx i uly oraz u3x i u3y i na koficu u2x i u2y oraz u3x i u3y):

najpierw przygotujemy pary przemieszczen dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1l) ; U(2) ; U(3) ; U(4)]
>>u2=[U(1l) ; U(2) ; U(5) ; U(6)]
>>u3=[U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)]

a potem wyznaczymy sily:

>>fl=SilyElementPretowy2D (E,A,Ll,thetal,ul)
>>f2=SilyElementPretowy2D (E, A, L2, theta2,u2)
>>f3=SilyElementPretowy2D (E, A, L3, theta3,u3)

Wyniki wskazuja, ze elementy nr 2 i 3 sa Sciskane sitami 1.5023kN i 10.5162kN, a element nr 1
rozciggany sita 5.8333kN. Naprezenia w elementach wyznaczymy dzigki funkcji
NaprezeniaElementPretowy2D (E, L, theta,u), ktérej parametrami sa: modul sprezystosci E,
dtugosci L1, L2 1 L3, katy nachylenia thetal, theta? i theta3 oraz przemieszczenia weziéw
definiujacych dany element:

>>sl=NaprezeniaElementPretowy2D (E,Ll, thetal,ul)
>>g2=NaprezeniaElementPretowy2D (E, L2, theta2,u2)
>>s3=NaprezeniaElementPretowy2D (E, L3, theta3, u3)

Uzyskane naprezenia dla elementéw 1, 2 1 3: 5.8333E4 kPa, —1.5023E4kPa i —1.0516E5kPa.

Przyktad nr 2.

Dla danego uktadu kratowego pretow o polach przekroju A=0.004m” i module E=70GPa
wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci ukladu

2. przemieszczenia weziéw nr 2, 314

3. reakcje w weztachnr 114

4. sil¢ i napr¢zenie w kazdym elemencie

3.5m

Rozwigzanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania
Uklad jest juz zdyskretyzowany 6. elementami i 4. weztami :



- element nr 1 zdefiniowany jest we¢ztami nr i=1 i j=2
- element nr 2 zdefiniowany jest w¢ztami nr i=1 i j=4
- element nr 3 zdefiniowany jest wgzlami nr i=1 1 j=3
- element nr 4 zdefiniowany jest we¢ztami nr i=2 i j=4
- element nr 5 zdefiniowany jest wgzlami nr i=2 1 j=3
- element nr 6 zdefiniowany jest we¢ztami nr i=3 i j=4

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Tworzymy zmienne globalne. Dla nachylonych elementéw wyliczamy ich diugosci i katy
nachylenia:

>>x1=0

>>y1=0

>>x2=0

>>y2=3.5

>>x3=4

>>y3=3.5

>>x4=4

>>y4=0

>>E=70e6

>>A=0.004

>>11=3.5

>>thetal=90

>>L2=4

>>theta2=0

>>[L3 theta3]=DlugoscKatElementPretowy2D (x1,vy1l,x3,vy3)
>>[L4 thetad]=DlugoscKatElementPretowy2D (x2,vy2,x4,vy4)
>>1,5=4

>>thetab5=0

>>1,6=3.5

>>theta6=270

(Prosze zwréci¢ uwage na kierunki definicji elementéw — kolejno$¢ weztéw! Od tych kierunkéw
zaleza warto$ci katéw theta, ktére powinny by¢ zawsze dodatnie!). Mamy sze$¢ elementéw, zatem
tworzymy sze$¢ macierzy sztywnosci : od k1 do k6 komendami:

>>kl=SztywnoscElementPretowy2D (E,A,Ll, thetal
>>k2=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L2, theta2
>>k3=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L3, thetal
>>k4=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L4, thetad
>>k5=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L5, thetab
>>k6=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L6,thetab

)

)

)

)

)

)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla catego
uktadu

Poniewaz w uktadzie mamy 4 wezly, wigc globalna macierz sztywnoS$ci bedzie miata wymiar 8x8.
Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowaé, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (8, 8)

Poniewaz mamy sze$¢ elementéw, to funkcje z1ozsztywnoscPretow2D trzeba wywotac szes¢ razy
— niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (od k1 do k6) i numery weztéw definiujace dany element:

>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k1,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K,k2,1,4)
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k3,1, 3)



>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k4,2, 4)
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k5,2, 3)
>>K=ZlozSztywnoscPretow2D (K, k6, 3, 4)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementéw. (UWAGA! Prosze obserwowac wartosci K po kazdej komendzie!)

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Stworzona macierz sztywnosci ma postac:

0.9984 0.2611 -0.0000 -0.0000 -0.2984 -0.2611 -0.7000 0

0.2611 1.0284 -0.0000 -0.8000 -0.2611 -0.2284 0 0

-0.0000 -0.0000 0.9984 -0.2611 -0.7000 0 -0.2984 0.2611

K_105 -0.0000 -0.8000 -0.2611 1.0284 0 0 0.2611 -0.2284
- -0.2984 -0.2611 -0.7000 0 0.9984 0.2611 -0.0000 -0.0000
-0.2611 -0.2284 0 0 0.2611 1.0284 -0.0000 -0.8000

-0.7000 o] -0.2984 0.2611 -0.0000 -0.0000 0.9984 -0.2611

0 0 0.2611 -0.2284 -0.0000 -0.8000 -0.2611 1.0284

Poniewaz w uktadzie znajduje si¢ nachylona podpora, powyzsza macierz nalezy zmodyfikowac.
Budujemy macierz T: na poczatek tworzymy macierz jednostkowa o wymiarach takich, jak macierz
K:

>>T=eye (8, 8)

potem wywolujemy funkcj¢ NachylonaPodporaElementPretowy2D, Ktdrej parametrami sa:
macierz T (zwracana w wyniku, po uaktualnieniu warto$ci), kat nachylenia podpory alpha (w
przykladzie 45°, zasada taka sama, jak przy katach theta) oraz numer wezta, w ktérym znajduje si¢
podpora (w tym przypadku i=4):

>>T=NachylonaPodporaElementPretowy2D (T, 45, 4)

W wyniku powinna pojawi¢ si¢ macierz z warto$ciami:

1. 0000 0 0 0 0 0 0 0 |

0 1.0000 0 0 0 0 0 0

0 0 1.0000 0 0 0 0 0

T= 0 0 0 1.0000 0 0 0 0
- 0 0 0 0 1.0000 0 0 0
0 0 0 0 0 1.0000 0 0

0 0 0 0 0 0 0.7071 0.7071

0 0 0 0 0 0 -0.7071 0.7071

Modyfikacj¢ K realizuje si¢ komenda:
>>Knew=T*K*T’

Uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w posta¢ (prim przy oznaczeniach przemieszczen i sit w
wezle 4 oznacza nachylenie podpory):



ulx fl1x
uly fly
u2x f2x
Knew * u2y = f2y
u3x f3x
uldy f3y
u'4x f'4x
u'dy f'dy

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:

- znane przemieszczenia weztéw nr 1 i1 4: ulx =uly =u’4y =0,

- znane obciazenia w we¢zlach nr 2 do 4 : f2x = f2y = "4x = 0, f3x =30
Po uwzglegdnieniu powyzszych wiadomych, uktad rownan przyjmuje postac:

0 fl1x
0 fly
u2x 0
Knew * u2y = 0
u3x 30
uly 0
u'4x 0
0 f'dy

nie znamy zatem 5. przemieszczen, a takze reakcji f1 i f4 (sktadowej y).

Krok 5 - rozwigzanie réwnan

Uktad réwnah rozwiazemy ,,po kawatku”, wykreslajac 1, 2 1 8 wiersz i kolumng w Knew (dla
zerowych przemieszczen), zostawiajac reszt¢ dla nieznanych u (wiersze i kolumny od numeru 3 do
7). Realizujemy to komenda:

>>k=Knew (3:7,3:7)

0.9984 -0.2611 -0.7000 0 -0.0264

-0.2611 1.0284 0] 0 0.0231

k=10’ | -0.7000 0] 0.9984 0.2611 -0.0000
0] 0] 0.2611 1.0284 -0.5657

-0.0264 0.0231 -0.0000 -0.5657 0.7523

Tak jak w poprzednim przyktadzie, wektor f ze znanymi sitami utworzymy komenda:
>>f=[0 ; 0 ; 30; 0 ; 0]

a nastgpnie wyliczymy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):
>>u=k\f

Otrzymamy w wyniku: 107(0.6053 0.1590 0.8129 —0.3366 —0.2367)m.



Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikow poprzednio pominigte zerowe
warto$ci u):

>>U=[0 ; 0 ; u ; 0]
a potem wyliczmy sity:
>>F=Knew*U

otrzymamy: flx = F(1) = -3.75; fly = F(2) = -26.25 i f4y = F(8) = 37.1231. Ostatnia sita jest
nachylona reakcja podpory 4 (sktadowa pokrywajaca sig z osia podpory).

Sity w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementPretowy2D(E,A,L,theta,u), ale
najpierw przygotujemy pary przemieszczen dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4)]
>>u2=[U(1) ; U(2) ; U(7) ; U(8)]
>>u3=[U(1) ; U(2) ; U(5) ; U(6)]
>>ud=[U(3) ; U(4) ; U(7) ; U(8)]
>>ub=[U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)]
>>u6=[U(5) ; U(6) ; U(7) ; U(8)]

UWAGA! Wyliczenie sil i naprezen prosze zrealizowac¢ samodzielnie.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac dane: E=200GPa, A=0.0015m’ wyznaczy¢:
1. macierz sztywnosci ukladu
2. przemieszczenia weziéw nr 1-3
3. reakcje w weztachnr 314
4. sily i naprezenia w kazdym elemencie

12kN
4 1 3
3m
2
< 4dm > 4dm >

Zadanie nr 2.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac dane: E=210GPa, A=0.005m’ wyznaczy¢:
1. macierz sztywnosci ukladu
2. przemieszczenia weziéw nr 2-5



3. reakcje w weztachnr 116
4. sily i naprezenia w kazdym elemencie

2 4
A >
20kN
Tm
v | I b 6
3 5
« >« >« >
Sm Sm Sm

Zadanie nr 3.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac: E=70GPa i A=0.01m"> dla elementu pretowego,
sztywnos¢ sprezyny k=3000kN/m, wyznaczy¢:

macierz sztywnosci uktadu

przemieszczenie weztow nr 41 5

reakcje w weztach nr 1-3

sily 1 naprezenia w pretach

sile w sprezynie

M NS

4dm

10kN
3m

4m



