Metody komputerowe i obliczeniowe
Metoda Elementéw Skonczonych

Element dwuwymiarowy liniowy : rama 2D

Jest to element dwuwymiarowy o réznych wspétrzednych lokalnych i globalnych weztéw —
niezbedne sg transformacje uktadéw wspétrzednych. Jego sztywnos¢ zdefiniowana jest posrednio,
za pomoca momentu bezwladnosci I, pola przekroju A, dlugosci L oraz modulu Younga E.
Transformacje wyrazone sa za pomoca funkcji trygonometrycznych kata nachylenia elementu w
stosunku do osi x globalnego uktadu wspétrzednych, mierzonego w kierunku przeciwnym do
kierunku ruchu wskazéwek zegara. Element ma dwa wezty definiujace jego konce. Kazdy wezet
ma dwa stopnie swobody.

element wezel

i
wezel / .

Jesli kazdy wezetl moze przemie$ci¢ si¢ w kierunku osi x i y oraz obréci¢ si¢ (ma trzy stopnie
swobody), to macierz sztywnos$ci elementu zdefiniowanego dwoma weztami (a wigc szeScioma
stopniami swobody) zapisuje si¢ jako macierz 6x6 (kazdy wymiar macierzy to liczba stopni
swobody calego elementu):
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gdzie:
¢ =cos(®),
s = sin(®).

Jesli w catym ukladzie wielu potaczonych ze soba elementéw wystapi n weztow, to macierz
sztywnosci bedzie miata wymiar 3nx3n. W dalszym ciagu obowiazuje ogélny uktad réwnan
liniowych metody:

[K]{u} = {f}

gdzie: [K] — macierz sztywnosci, {u} — wektor przemieszczen weztéw, {f} — wektor sit
dzialajacych w weztach. Jak w poprzednich lekcjach, jesli znamy sztywno$¢ elementu oraz



przemieszczenia we¢zléw — mozemy wyliczy¢ dziatajace sity, a jesli znamy sity, to po rozwiazaniu
ukfadu réwnan mozemy wyliczy¢ przemieszczenia. Sity w weztach kazdego elementu wyznacza si¢
Z nastgpujacego zwiazku:

fr}=[k[R Ju}.

gdzie {u} jest 6-elementowym wektorem kolumnowym, zawierajacym przemieszczenia i rotacje
weztow definiujacych dany element (w kolejnoSci: uyg, uyi, 91, Ux2, Uy, 02), a macierze [k]i[R]
zdefiniowane sa nastgpujaco:

L L
12EI 6FEI 12EI 6FI
O v = ° - =
6FEI 4EI 6FI 2EI
. 0 = 5 0 - —
[k]= EA - - EA - .
- 0 0 — 0 0
L L
12EI 6FEI 12EI 6EI
L T S T
6FEI 2EI 6FEI 4EI
0o - = 0 - =
L L L L L |
¢ s 0 0 0 O]
-s ¢ 0 0 OO
0O 01 0 0O
[R]=
0 0 0 ¢ s O
0 0 0 —-s ¢ O
0 00 0 1]

Jesli w schemacie statycznym wystapi konieczno$¢ uwzglednienia nachylonej podpory, to globalna
macierz sztywnosci musi zosta¢ zmodyfikowana w nastgpujacy sposéb:
K=TKT",

gdzie T jest macierza transformacji o wymiarach takich, jak K (patrz nizej: funkcja
NachylonaPodporaElementRamowyZD)
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Funkcje realizujace obliczenia MES na elementach ramowych 2D w Matlabie (nalezy je przepisa¢

w osobnych plikach M-File, nadajac im nazwy takie, jakie maja zawarte w nich funkcje):

ponizsza funkcjg zapisujemy w pliku: DlugoscKatElementRamowy2D.m

function [L, Th]l= DlugoscKatElementRamowy2D(x1l,yl,x2,vy2)

$funkcja wyznacza dlugosc L i kat nachylenia elementu ramowego 2D na podstawie
$wspolrzednych jego wezlow (kat w stopniach)

L = sgrt ((x2-x1)*(x2-x1) + (y2-yl)*(y2-y1l));

Th = atan((y2-yl)/(x2-x1))*180/pi;



if Th<O
Th = 180 + Th;
end

ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: sztywnoscElementRamowy2D.m

function y = SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L,theta)
$funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu ramowego 2D
$kat theta podajemy w stopniach

Swymiar wyniku : 6x6
x = theta*pi/180;

= Ccos(x);
s = sin(x);
wl = A*c*c + 12*I*s*s / ( L*L );
w2 = A*s*s + 12*I*c*c / ( L*L );
w3 = (A - 12*I / ( L*L )) * c*s;
wd = 6*I*s/L;

wh = 6*I*c/L;
y = BE/L*[wl w3 -wd -wl -w3 -w4; w3 w2 wb -w3 -w2 w5; -w4 wb 4*I wd —-wb 2*I;
-wl -w3 w4 wl w3 wé; -w3 -w2 -wb w3 w2 -wb; —-wd wb 2*I w4 -wb 4*I];

ponizsza funkcj¢ zapisujemy w pliku: zlozSztywnoscRam2D.m

function y = ZlozSztywnoscRam2D (K, k, i, )

$funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie elementy ramowe 2D
$w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow

SUWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu

$funkcji SztywnoscElementRamowy2D!

danie (36 sktadnikéw macierzy kazdego elementu)
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K(3*j-1,3*j) = K(3*j-1,3*3) + k(5,6);
K(3*j,3*1-2) = K(3*3j,3*1-2) + k(6,1);
K(3*j,3*1-1) = K(3*3,3*i-1)+ k(6,2);
K(3*j,3*1) = K(3*3j,3*1) + k(6,3);
K(3*j,3*j-2) = K(3*],3*j-2) + k(6,4);
K(3*j,3*j-1) = K(3*j,3*j-1) + k(6,5);
K(3*j,3*]) = K(3*3,3*3) + k(6,6);

%1 wynik zwracany przez funkcje

ponizsza funkcjg¢ zapisujemy w pliku: silyElementRamowy2D.m

function y = SilyElementRamowy2D(E,A,I,L,theta,u)

$funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u,
$geometrii elementu oraz E

x = theta*pi/180;

c = cos(x);

s sin(x);

wl = E*A/L;

w2 = 12*E*I/(L*L*L);

w3 6*E*I/(L*L);

w4 = 4*E*I/L;

w5 = 2*E*I/L;

kk = [wl 0 0 -wl 0 0; 0 w2 w3 0 —w2 w3; 0 w3 wd 0 —w3 w5; —-wl 0 O wl O O;
0 w2 w3 0 w2 -w3; 0 w3 wb 0 -w3 wéd];

R=[cs000O0; -sc00O0O0; 001000,; 000cs©0; 000-s<c20;
00O0O0O0171;

y = kk*R*u;

ponizsza funkcj¢ zapisujemy w pliku: WwykresNRama2D.m

function y = WykresNRama2D (f,L)

$funkcja rysuje wykres siit normalnych

% (pierwszy 1 czwarty skiadnik wektora {f})
x = [0; L];

z = [-£(1); £(4)1;

hold on;

title('Wykres sil normalnych');

plot(x,z);

yl = [0; 01;

plot(x,yl, 'k");

ponizsza funkcj¢ zapisujemy w pliku: WykresTRama2D.m

function y = WykresTRama2D (f,L)
$funkcja rysuje wykres sit tnacych

% (drugi i piaty skiadnik wektora {f})
x = [0; LI];

z = [£(2); -£(5)];

hold on;

title('Wykres sil tnacych');
plot(x,z);

yl = [0; 0];

plot (x,yl, 'k');




ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: WwykresMRama2D.m

function y = WykresMRama2D (f,L)

$funkcja rysuje wykres momentdédw zginajacych
$(trzeci 1 szosty skiadnik wektora {f})

x = [0; L];

z = [-£(3); £(6)]1;

hold on;

title('Wykres momentow zginajacych');
plot(x,z);

yl = [0; 0];

plot (x,yl, 'k');

poniZszq funkch zapisujemy w pliku: NachylonaPodporaElementRamowy2D.m

function y = NachylonaPodporaElementRamowy2D (T, alpha,i)
$funkcja wyznacza macierz transformacji na podstawie kata nachylenia podpory

%$alpha 1 numeru wezta (kat w stopniach)
x = alpha*pi/180;

3*i-2, 3*i 2) = cos (x);

sin(x);
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Przyktad nr 1.

Dla podanego ukladu elementéw wykonanych z materialu o znanym module E = 210GPa, polu
przekroju A = 0.02m’ i momencie bezwtadnosci I = 5%10°m*, obciazonego jak na rysunku ponizej,

wyznaczy¢ nastgpujace niewiadome:
1. macierz sztywnos$ci uktadu
2. przemieszczenia i rotacje weztow nr 21 3
3. reakcje w weztachnr 114
4. sity wewnetrzne w kazdym elemencie

12kNm
20kN
< e PO
2 3
3m
1 4
< >




Rozwiazanie:

Krok 1 — dyskretyzacja zadania

Zadanie jest juz podzielone na elementy i wegzly :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2
- element nr 2 zdefiniowany jest weztami nr i=2 i j=3
- element nr 3 zdefiniowany jest weztami nr i=3 i j=4
W weztach nr 1 i 4 sa podpory: utwierdzenie.

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Wprowadzamy zmienne globalne, ktére przechowuja dane materialowe i geometryczne naszego
zadania: wspotrzedne weztow x1, yl, x2, y2, x3, y3, x4, y4, E, A, L1, thetal, L2, theta2, L3, theta3
(UWAGA! W celu poprawienia przejrzystosci wyswietlanych wynikéw: >>format short)

>>x1=0
>>y1=0
>>x2=0
>>y2=3
>>x3=4
>>y3=3
>>x4=4
>>y4=0
>>E=210e6
>>A=0.02
>>I=5e-5;
>>1,1=3
>>thetal=90
>>1.2=4
>>theta2=0
>>1,3=3
>>theta3=270

Mamy trzy elementy, zatem tworzymy trzy macierze sztywnosci : k1, k2 i k3 komendami:

>>k1l=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,Ll,thetal)
>>k2=SztywnoscElementRamowy2D(E,A, I,L2,theta2)
>>k3=SztywnoscElementRamowy2D(E,A, I,L3,theta3)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla calego
ukladu

Poniewaz w ukladzie mamy 4 wezty, wigc globalna macierz sztywnosci bedzie miata wymiar
12x12. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (12,12)

Poniewaz mamy trzy elementy, to funkcj¢ ZlozSztywnoscRam2D trzeba wywolaé trzy razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalng macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (k1, k2, a potem k3) i numery weztéw definiujace dany element
(najpierw 112, potem 2 i3 i na koncu 3 i4):

>>K=ZlozSztywnoscRam2D (K, k1,1, 2)
>>K=ZlozSztywnoscRam2D (K, k2, 2, 3)
>>K=ZlozSztywnoscRam2D (K, k3, 3, 4)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementéw (PROSZE KONTROLOWAC ZMIANIAJACE SIE WARTOSCI!).



Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych
Uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

ulx Flx
uly Fly
ol Ml
u2x F2x
uly Fy
K 02 | M2
u3x F3x
uldy F3y
03 M3
u4x F4x
udy F4y
o4 M4

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sg:
- przemieszczenia i rotacja wezta nr 1 sg niemozliwe — podpora: ulx =0,uly=0i¢1 =0
- przemieszczenia i rotacja wezta nr 4 sa niemozliwe — podpora: u4x =0,udy=01¢4 =0
- wwezle nr 2 jest obciazenie dziatajace w kierunku x : F2x = -20.
- wwezle nr 3 jest obciazenie momentem : M3 = 12.

Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad réwnan przyjmuje postac:

0 Flx
0 Fly
0 Ml
u2x -20
uly 0
K 02 _ 0
u3x 0
uly 0
03 12
0 F4x
0 F4y
0 M4

nie znamy zatem przemieszczen i rotacji wezidw 2 i 3 oraz reakcji w weztach 1 14 (podpory).

Krok S - rozwigzanie rownan

Uktad réwnan mozna rozwiazac ,,po kawatku”, wykreslajac pierwsze trzy i ostatnie trzy wiersze i
kolumny odpowiadajace zerowym przemieszczeniom weziow (zostaje ,,wnetrze” K: od 4. do 9.
wiersza i od 4. do 9. kolumny). W Matlabie realizujemy to poleceniami:

- przepisanie wyrazéw z K do k:

>>k=K(4:9,4:9)



- stworzenie wektora wyrazow wolnych (prawej strony rOwnania) ze znanymi obciazeniami:
>>f=[-20 ; 0 ; 0 ; O ; O ; 12]
- wyznaczenie nieznanych przemieszczen eliminacja Gaussa:

>>u=k\ f

W wyniku otrzymujemy: u2x = -0.0038m, u2y = -0.0000m, ¢2 = 0.0008rad, u3x = -0.0038m, u3y =
-0.0000m, ¢3 = 0.0014rad

Krok 6 — obrébka wynikéw (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich weziéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikéw zerowe przemieszczenia i
rotacje weztow nr 114):

>>U=[0 ; 0 ; O ; u; 0 ; 0 ; 0]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy reakcje: f1x = F(1) = 12.1897kN; fly = F(2) = 8.5865kN, M1 = F(3) = -21.0253kNm,
fAx = F(10) = 7.8103kN; f4y = F(11) = -8.5865kN, M4 = F(12) = -16.6286kNm.

Sity w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementRamowy2D (E,A, I, L, theta,u), ktorej
parametrami sa: modut sprgzystosci E, pole przekroju A, moment bezwtadnosci I, dlugosci L1, L2 i
L3, katy nachylenia thetal, theta2 i theta3 oraz przemieszczenia we¢zidw definiujacych dany
element (czyli parami tréjek: ulx, uly i ¢1 oraz u2x, u2yi ¢2, potem u2x, u2y i ¢2 oraz u3x, udyi
03 1 na koncu u3x, u3y i 03 oraz u4x, udy i ¢4):

najpierw przygotujemy pary przemieszczen i rotacji dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)]
>>u2=[U(4) ; U(5) ; U(6) ; U(7) ; U(8) ; U(9)]
>>u3=[U(7) ; U(8) ; U(9) ; U(10) ; U(11l) ; U(12)]

a potem wyznaczymy sity:

>>fl=SilyElementRamowy2D(E,A,I,Ll, thetal,ul)
>>f2=SilyElementRamowy2D(E,A,I,L2,theta2,u2)
>>f3=SilyElementRamowy2D(E,A,I,L3,theta3,u3)

Wyniki najlepiej przedstawi¢ w postaci graficznej. Realizujemy to komendami:
Dla elementu nr 1 (po kazdej komendzie sprawdzamy wykres, po czym zamykamy go)
>>WykresNRamaz2D (£f1,L1)

>>WykresTRamaz2D (£1,L1)
>>WykresMRamaz2D (£f1,L1)

dla elementu nr 2

>>WykresNRamaz2D (£2,L2)
>>WykresTRamaz2D (£2,L2)
>>WykresMRamaz2D (£2,L2)



1 dla elementu nr 3

>>WykresNRamaz2D (£3,L3)
>>WykresTRama2D (£3,L3)
>>WykresMRamaz2D (£3,L3)

Rysunki ponizej przedstawiaja sity wewngtrzne dla elementu nr 1. Prosze przerysowaé do zeszytu
wszystkie wykresy, skladajac poszczegélne przebiegi T, N i M we wszystkich elementach w
wykresy dla calego ukladu.

0 Wykres sil tnacych Wykres sil normalnych
0
-2 -r
-2+
-4+
-3F
-6 -4
-8 5
-6
-10F
-7
12k
-8+
14 | | ; | | ; 9 : | | : | |
0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Wykres momentow zginajacych

Przyktad nr 2.

Dla danego uktadu elementéw o A=0.04m* E=200GPaiI= 10°m* wyznaczy¢:
1. macierz sztywnos$ci uktadu
2. przemieszczenia i rotacje wezta nr 2
3. reakcje w weztachnr 113
4. sity wewnetrzne w kazdym elemencie

1

3m 8kN/m

2m 4m




Rozwiazanie:

Krok 1 — dyskretyzacja zadania

Uktad jest juz zdyskretyzowany 2. elementami i 3. weztami :
- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2

- element nr 2 zdefiniowany jest weztami nr i=2 i j=3

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Tworzymy zmienne globalne. Dla nachylonych elementéw wyliczamy ich dlugosci i katy
nachylenia:

>>x1=0
>>y1l=3
>>x2=2
>>y2=0
>>x3=6
>>y3=0
>>E=200e6
>>A=0.04
>>[L1, thetal]=DlugoscKatElementRamowy2D(x1l,vyl,x2,vy2)
>>1.2=4
>>theta2=0

Mamy dwa elementy, zatem tworzymy dwie macierze sztywnosci : k1 1 k2 komendami:

>>kl=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,Ll,thetal)
>>k2=SztywnoscElementRamowy2D(E,A, I,L2,theta2)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla calego
ukladu

Poniewaz w uktadzie mamy 3 wezty, wigc globalna macierz sztywnosci bedzie miala wymiar 9x9.
Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (9, 9)

Poniewaz mamy dwa elementy, to funkcj¢ zZlozSztywnoscRam2D trzeba wywola¢ dwa razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k i numery weztéw definiujace dany element:

>>K=ZlozSztywnoscRam2D (K, k1,1, 2)
>>K=ZlozSztywnoscRam2D (K, k2, 2, 3)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementéw. (UWAGA! Prosze¢ obserwowac wartosci K po kazdej komendzie!)

Krok 4 — uwzglednienie warunkow brzegowych

W weztach nr 1 i 3 sa podpory — utwierdzenia, zatem: ulx =uly=¢1 =u3x=u3y=¢3=0
Poniewaz w ukladzie znajduje si¢ obcigzenie réwnomiernie roztozone, nalezy je zamieni¢ na
réwnowazne obciazenie wg¢ztowe wg formuty:



0
_aqL 0
qiz —16kN
T —10.6667kNm
bl-| 2 =10
- qu —16kN
e 10.6667kNm
12

\ ES\Q 10.6667kNm
8kN/m 16kN 16kN
HrJrHrH'J'%E 10.6667kNm

Zatem obciazenie w wezle nr 2 wyniesie: F2x = 0, F2y = -16kN, M2 = -10.6667kNm.
Uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

ulx Flx

uly Fly

ol Ml

u2x F2x
K*Ju2yt=4F2y
02 M2

u3x F3x

uldy F3y

03 M3

Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad réwnan przyjmuje postac:

0 Flx

0 Fly

0 Ml

u2x 0

K*Ju2y;= -16

02 —10.6667

0 F3x

0 F3y

0 M3

nie znamy zatem 3. warto$ci wektora {u} i 6. wartosci sktadowych reakc;ji.



Krok S - rozwigzanie rownan

Uktad réwnan rozwiazemy ,,po kawatku”, wykre$lajac wiersze i kolumny o numerach 1-317-9 w K
(dla zerowych wartosci {u}), zostawiajac reszt¢ dla nieznanych skltadowych {u}. Realizujemy to
komenda:

>>k=K(4:6,4:6)
Tak jak w poprzednim przyktadzie, wektor f ze znanymi sitami utworzymy komenda:

>>f=[0 ; -16 ; -10.6667]

a nastgpnie wyliczymy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):

>>u=k\f
Otrzymamy w wyniku: u2x = -0.0000m, u2y = -0.0000m, ¢2 = -0.0253rad

Krok 6 — obré6bka wynikow (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy do wynikéw poprzednio pominigte zerowe
wartosci u):

>>U=[0 ; 0 ; O ; u; 0 ; 0 ; 0]

a potem wyliczmy sity:

>>F=K*U

Sktadowe wektora {u} przypadajace na kazdy element wyznaczymy komendami:

>>ul=[U(1) ; U(2) ; U(3) ; U(4) ; U(5) ; U(6)]
>>u2=[U(4) ; U(5) ; U(6) ; U(7) ; U(8) ; U(9)]

UWAGA! Wyliczenie sit wewnetrznych 1 opracowanie wykresOw prosze zrealizowac samodzielnie.

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac dane: E=210GPa, A=0.04m’, [=4*10°m"* wyznaczyc:
1. macierz sztywnos$ci uktadu
2. przemieszczenia i rotacje weztow nr 21 3
3. reakcje w weztachnr 113
4. sity wewngtrzne wraz z ich wykresami w kazdym elemencie

15kNm
(\ 3 20kN
5 \ & 3
4m
1
4m




Zadanie nr 2.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac dane: E=210GPa, A=0.01m?, 1=9%10°m* wyznaczyé:
1. macierz sztywnos$ci uktadu
2. przemieszczenia i rotacje weztow nr 21 3
3. reakcje w weztachnr 114
4. sity wewnetrzne iich wykresy w kazdym elemencie

5kN/m
A 3 YV VY VY
20kN / » 3
3m
v | 4
< >« >« >
2m 5m 2m

Zadanie nr 3.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac: E=70GPa, A=0.01m?, 1=9*10"m" oraz k = 5000kN/m
dla elementu spr¢zynowego, wyznaczyc:

1. macierz sztywnos$ci uktadu

2. przemieszczenia weztéw nr 2 i 4

3. reakcje w weztach nr 1-3

4. sity wewngtrzne

4 1 1m1
2
Sm

4 10kN
X s VS0

Sm




