Metody komputerowe i obliczeniowe
Metoda Elementéw Skonczonych

Element jednowymiarowy 1 jednoparametrowy : ..sprezyna’

Jest to najprostszy element: wspétrzedne lokalne i globalne jego weztéw sa takie same — nie
potrzeba zadnych transformacji ukladéw wspodtrzednych, Zeby fatwiej operowaé geometria
analizowanego systemu. Element ma dwa wgzty definiujace jego konce.
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Jesli sztywnos¢ ,,sprezyny” opisuje stala k, a kazdy wezet moze przemiesci¢ si¢ tylko w kierunku
osi x (ma jeden stopien swobody), to macierz sztywnosci elementu zdefiniowanego dwoma
wezltami (a wigc dwoma stopniami swobody) zapisuje si¢ jako macierz 2x2 (kazdy wymiar
macierzy to liczba stopni swobody calego elementu):
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jesli w catlym uktadzie wielu polaczonych ze soba sprezyn wystapi n weztéw, to macierz

sztywnosci bgdzie miata wymiar nxn.
Z fizyki pamigtamy, ze ugigcie sprezyny jest proporcjonalne do sity, jaka na nig dziata, zatem:

F = k*u,

gdzie : F — sita, k — stata sprezystosci sprezyny, u — przemieszczenie (ugigcie), zapisujemy to
macierzowo:

[K{u} = {f}

gdzie: [K] — macierz sztywnosci, {u} — wektor przemieszczen weztow, {f} — wektor sit
dziatajacych w weztach. Jesli znamy sztywno$¢ sprezyny oraz przemieszczenia we¢zidw — mozemy
wyliczy¢ dzialajace sily, a jesli znamy sily, to po rozwiazaniu réwnania mozemy wyliczy¢
przemieszczenia.

Funkcje realizujace obliczenia MES na elementach sprezynowych w Matlabie (nalezy je przepisaé
w osobnych plikach M-File, nadajac im nazwy takie, jakie maja zawarte w nich funkcje):

ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: sztywnoscElementSprezynowy.m

function y = SztywnoscElementSprezynowy (k)

$funkcja tworzy macierz sztywnosci dla pojedynczego elementu sprezynowego
Swymiar wyniku : 2x2

y = [k -k; -k kl;




ponizsza funkcje zapisujemy w pliku: Z1ozSztywnoscSprezyn.m

function y = ZlozSztywnoscSprezyn (K, k,1i, j)

$funkcja sklada w jedna macierz sztywnosci K wszystkie sprezyny
$w zadaniu laczac wszystkie sztywnosci pojedynczych elementow k
$zdefiniowanych wezlami i j

SUWAGA! Funkcja moze byc wywolana po wczesniejszym uruchomieniu
$funkcji SztywnoscElementSprezynowy!

$skladanie

K(i,i) = K(i,i) + k(1,1);
K(i,3) = K(i,3) + k(1,2);
K(j,1) = K(3,1) + k(2,1);
K(3,3J) = K(3,3) + k(2,2);

%1 wynik zwracany przez funkcje

function y = SilyElementSprezynowy (k,u)

$funkcja wylicza sily wezlowe na podstawie znanych przemieszczen u i
$sztywnosci k

y =k *u;

Przyktad nr 1.

Dla podanego uktadu elementéw o znanych sztywnosciach k1 = 100kN/m i k2 = 200kN/m oraz sile
obciazajacej P = 15kN wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. przemieszczenia we¢ziéw nr 21 3

3. reakcje w wezle 1

4. site w kazdym elemencie (spr¢zynie)

Rozwiazanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Zadanie jest juz podzielone na elementy i wezly :

- element nr 1 zdefiniowany jest weztami nr i=1 i j=2

- element nr 2 zdefiniowany jest wezlami nr i=2 i j=3

wezet nr 2 jest wsp6lny dla obu elementow — elementy sa potaczone w wezle nr 2.

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Mamy dwa elementy, zatem tworzymy dwie macierze sztywnosci : k1 i k2 komendami:

>>k1=SztywnoscElementSprezynowy (100)
>>k2=SztywnoscElement Sprezynowy (200)



Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla caltego
ukladu

Poniewaz w uktadzie mamy 3 wezly, wigc globalna macierz sztywnosci bedzie miata wymiar 3x3.
Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowac, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (3, 3)

Poniewaz mamy dwa elementy, to funkcje zlozSztywnoscSprezyn trzeba wywota¢ dwa razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (kl, a potem k2) i numery wegztéw definiujace dany element
(najpierw 112, a potem 21 3):

>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k1,1,2)
>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k2,2, 3)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnosci poszczegélnych
elementow.

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Stworzona macierz sztywnosci ma postac:

100 —100 0
K=|-100 300 -200
0 -200 200

a uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

100 —-100 0 ul f1
—-100 300 —200|qu2;=<£f2
0 -200 200 [|lu3 f3

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
- przemieszczenie we¢zla nr 1 jest niemozliwe — podpora: ul =0
- nie ma obciazenia w wezlenr2 — 12 =0
- w wezle nr 3 zaczepiona jest sita P: f3 = 15kN (w prawo, zgodnie z dodatnim zwrotem osi

X)

Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad réwnan przyjmuje postac:

100 -100 0 0 f1
—-100 300 —200|qu2:;=<0
0 -200 200 [|lu3 15

nie znamy zatem przemieszczen u2 i u3, a takze reakcji f1 (podpora).

Krok 5 - rozwigzanie rownan
Przygladajac si¢ uktadowi réwnan zauwazymy, Zze mozna go rozwiazac ,,po kawatku”, wykreslajac
pierwszy wiersz i kolumng dla znanego przemieszczenia, zostawiajac reszt¢ dla nieznanych u2 i u3:



100 -100 0 (0] ([f1)
—100| 300 —2004Ku2t=40
0 |[-200 200 ||lu3| |15
300 —2007(u2] [0
-200 200 ||u3[ 15

w Matlabie realizujemy to poleceniami:
przepisanie tylko 2 i 3 wiersza i kolumny z K do k:

>>k=K(2:3,2:3)

stworzenie wektora f ze znanymi sitami f2=0kN i f3=15kN:
>>f=[0;15]

wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):
>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku: u2 = 0.150m oraz u3 = 0.225m.

Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporze. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy ul=0 do wynikéw):

>>U=[0;u]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy: F1 = -15.0; F2 = 0.0 i F3 = 15.0. Zatem reakcja w podporze wynosi 15kN i jest
skierowana przeciwnie do zwrotu osi x (w lewo, znak ujemny).

Sity w elementach wyznaczymy dzigki funkcji silyElementSprezynowy (k,u), ktdrej parametrami
sa: macierz sztywnos$ci elementu (k1 i k2) oraz przemieszczenia wegztéw definiujacych dany
element (czyli ul i u2, a potem u2 i u3):

najpierw przygotujemy pary przemieszczen dla kazdego elementu:

>>ul=[U(1);U(2)]
>>u2=[U(2);U(3)]

a potem wyznaczymy sily:

>>fl=SilyElementSprezynowy (k1l,ul)
>>f2=SilyElementSprezynowy (k2,u2)

Wyniki wskazuja, ze oba elementy sa rozciagane zrdwnowazonymi sitami 15kN.



Dla podanego uktadu elementéw o jednakowych sztywno$ciach k = 120kN/m oraz sile obciazajacej

P = 20kN wyznaczy¢:

Przvyktad nr 2.

1. macierz sztywnosci uktadu
2. przemieszczenia weziéw nr 3,41 5
3. reakcje w weztach 112
4. sile w kazdym elemencie (spr¢zynie)
element 2
k
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Rozwiazanie:

Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Zadanie jest juz podzielone na elementy i wezly :

- element nr 1 zdefiniowany jest wezlami nr i=1 1 j=3
- element nr 2 zdefiniowany jest weztami nr i=3 i j=4
- element nr 3 zdefiniowany jest wezlami nr i=3 i j=5
- element nr 4 zdefiniowany jest wezlami nr i=3 i j=5
- element nr 5 zdefiniowany jest w¢ztami nr i=5 i j=4
- element nr 6 zdefiniowany jest we¢ztami nr i=4 i j=2

Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Mamy sze$¢ elementow, zatem tworzymy szes¢ macierzy sztywnosci : od k1 do k6 komendami:

>>kl=SztywnoscElementSprezynowy
>>k2=SztywnoscElementSprezynowy
>>k3=SztywnoscElementSprezynowy
>>k4=SztywnoscElementSprezynowy
>>k5=SztywnoscElementSprezynowy
>>k6=SztywnoscElementSprezynowy

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla caltego
ukladu
Poniewaz w uktadzie mamy 5 we¢zléw, wigc globalna macierz sztywnos$ci bgdzie miata wymiar
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5x5. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowa¢, co wykonujemy komenda:

>>K=zeros (5, 5)



Poniewaz mamy sze$¢ elementoéw, to funkcje¢ z1ozSztywnoscSprezyn trzeba wywotaé szes¢ razy —
niezaleznie dla kazdego elementu, podajac jako parametry globalna macierz K (ktéra jest
wynikiem), macierz elementu k (od k1 do k6) i numery weziéw definiujace dany element:

>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k1,1, 3)
>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k2,3, 4)
>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k3,3, 5)
>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k4, 3,5)
>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k5,5, 4)
>>K=ZlozSztywnoscSprezyn (K, k6,4, 2)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnos$ci poszczegdlnych
elementow.

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Stworzona macierz sztywno$ci ma postac:

(120 0 -120 0 0

0 120 0 -120 0
K=[-120 0 480 —120 —240
0 -120 -120 360 ~—120
0 0 —240 -120 360 |

a uktad réwnan [K]{u}={f} mozna rozpisa¢ w postac:

Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:
przemieszczenia weztow nr 11 2 sa niemozliwe — podpory: ul =0, u2 =0,

120

0
-120
0
0

0
120
0
-120
0

-120
0
480
-120
—-240

0
-120
-120

360
-120

—240
-120
360

nie ma obciazen w weztachnr 314 :f3=0,14 =0,

w wezle nr 5 zaczepiona jest sita P: 5 = 20kN (w prawo, zgodnie z dodatnim zwrotem osi

X)
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Po uwzglednieniu powyzszych wiadomych, uktad rownan przyjmuje postac:
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nie znamy zatem przemieszczen u3, u4 i u5, a takze reakcji f1 i f2 (podpory).




Krok 5 - rozwigzanie réwnan

Analogicznie do poprzedniego przyktadu, uktad réwnan rozwiazemy ,,po kawatku”, wykreslajac
dwa pierwsze wiersze i kolumny dla znanych przemieszczen ul i u2, zostawiajac reszte dla
nieznanych u3, u4 i u5:

120 0 -120 0 0 |fo f1
0 120 0 -120 0 0 f2
-120 0 480 —120 -240]Ju3;=50
0 -120| -120 360 —120||u4 0

0 0 -240 -120 360 ||(uS5 20

U

480 —-120 -240||u3 0
-120 360 —120 |Ju4
240 —-120 360 |[|u5 20
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w Matlabie realizujemy to poleceniami:
przepisanie tylko 3, 4 i 5 wiersza i kolumny z K do k:

>>k=K (3:5,3:5)

stworzenie wektora f ze znanymi sitami f3=0kN, f4 = OkN i f5=20kN:
>>f=[0;0;20]

wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):
>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku: u3 = 0.0897m, u4 = 0.0769m oraz u5 = 0.1410m.

Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy ul=0 i u2=0 do wynikéw):

>>U=[0;0;u]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy: F1 = -10.77; F2 = -9.23; F3 = 0.0; F4 = 0.0 1 F5 = 20.00. Zatem reakcja w podporze
lewej (wezet 1) wynosi 10.77kN 1 jest skierowana przeciwnie do zwrotu osi x (w lewo, znak
ujemny), a w podporze prawej (wezet 2) jest réwna 9.23kN i tez jest skierowana w lewo (znak
ujemny).

Sity w elementach wyznaczymy analogicznie do poprzedniego przyktadu dzigki funkcji
SilyElementSprezynowy (k,u), ktérej parametrami sa: macierz sztywnos$ci elementu (od k1 do
k6) oraz przemieszczenia w¢ziéw definiujacych poszczegdlne elementy (w parach):

pary przemieszczen dla kazdego elementu:



>>ul=[U(1);U(3)]
>>u2=[U(3);U(4)]
>>u3=[U(3);U(5)]
>>ud=[U(3);U(5)]
>>ub=[U(5);U(4)]
>>u6=[U(4);U(2)]

a potem wyznaczymy sily:

>>fl=SilyElementSprezynowy (k1l,ul)
>>f2=SilyElementSprezynowy (k2,u2)
>>f3=SilyElementSprezynowy (k3,u3)
>>f4=SilyElementSprezynowy (k4, u4)
>>f5=SilyElementSprezynowy (k5, ub)
>>f6=SilyElementSprezynowy (k6,u6)

Ktéry element przenosi najwigksze obciazenie, a ktdry najmniejsze?
Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie nr 1.

Dla ukfadu jak na rysunku ponizej, majac sztywnosci spr¢zyn: k1=200kN/m i k2=250kN/m oraz
sit¢ P=10kN, wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci ukladu

2. przemieszczenie wezta nr 2

3. reakcje w weztach 113

4. sile w kazdym elemencie (sprg¢zynie)

kl k2

Zadanie nr 2.

Dla uktadu jak na rysunku ponizej, majac jednakowe sztywno$ci sprezyn: k=170kN/m oraz silg
P=25kN, wyznaczy¢:

1. macierz sztywnosci uktadu

2. przemieszczenie wezidw nr 2, 314

3. reakcje w wezle 1

4. site w kazdym elemencie (spr¢zynie)




