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Metody Informatyczne w Budownictwie 
Metoda Elementów Sko�czonych 

 
 
 

ZADANIE NR 1 
 

Wyznaczy� wektor sił i przemieszcze� w�złowych dla układu elementów przedstawionego na 
rysunku poni�ej (rysunek nie jest w skali!). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rysunek 1 
 
Prosz� dobra� elementy dyskretyzuj�ce układ maj�c do dyspozycji nast�puj�ce parametry 
geometryczne i materiałowe: 
- sztywno�� spr��yn: k1 = 1000 kN/m, k2 = 500 kN/m 
- moduł spr��ysto�ci: E = 8·107 kPa 
- pole przekroju poprzecznego: A = 0.01m2 
- moment bezwładno�ci: I = 10-5 m4 
 

 

ROZWI�ZANIE 
 
 
Krok 1 – dyskretyzacja zadania 
Układ nale�y podzieli� na elementy i w�zły. Mo�na to zrobi� na kilka sposobów, przy czym nale�y 
pami�ta�, �e od dyskretyzacji b�d� uzale�nione wyniki! Przykład dyskretyzacji przedstawia 
rysunek 2. Kolorem niebieskim zaznaczono numeracj� w�złów, a kolorem czerwonym – numeracj� 
i rodzaje elementów przypisanych poszczególnym fragmentom zdykretyzowanego układu. 
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Rysunek 2 
 
 
Krok 2 – utworzenie macierzy sztywno�ci dla ka�dego elementu 
Mamy 4 elementy spr��ynowe, 6 elementów typu rama2D oraz 5 elementów typu pr�t2D.  
Cztery macierze sztywno�ci spr��yn: k1, k2, k14 i k15 utworzymy komendami: 
 
>>k1=SztywnoscElementSprezynowy(1000) 
>>k2=SztywnoscElementSprezynowy(500) 
>>k14=SztywnoscElementSprezynowy(1000) 
>>k15=SztywnoscElementSprezynowy(500) 
 
Sze�� macierzy sztywno�ci ram2D: k3, k4, k5, k11, k12 i k13 wymaga zdefiniowania ich 
charakterystyk geometryczno-materiałowych, tj: 
 
>>E=8E7; 
>>A=0.01; 
>>I=1E-5; 
>>L3=5; 
>>theta3=90; 
>>L4=5; 
>>theta4=0; 
>>L5=5; 
>>theta5=90; 
>>L11=5; 
>>theta11=270; 
>>L12=5; 
>>theta12=0; 
>>L13=5; 
>>theta13=270; 
 

po czym mo�na przyst�pi� do utworzenia macierzy elementów komendami: 
 
>>k3=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L3,theta3) 
>>k4=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L4,theta4) 
>>k5=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L5,theta5) 
>>k11=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L11,theta11) 
>>k12=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L12,theta12) 
>>k13=SztywnoscElementRamowy2D(E,A,I,L13,theta13) 
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ostatnie pi�� macierzy elementowych dla pr�tów2D: k6, k7, k8, k9 i k10 powstanie w wyniku 
wykonania czynno�ci zwi�zanych z: 
- deklaracj� charakterystyk geometrycznych elementów: 
 
>>[L6 theta6]=DlugoscKatElementPretowy2D(0,10,5,12); 
>>L7=2; 
>>theta7=270; 
>>[L8 theta8]=DlugoscKatElementPretowy2D(5,12,10,10); 
>>L9=5; 
>>theta9=0; 
>>L10=5; 
>>theta10=0; 
 

- budow� sztywno�ci elementów: 
 
>>k6=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L6,theta6) 
>>k7=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L7,theta7) 
>>k8=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L8,theta8) 
>>k9=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L9,theta9) 
>>k10=SztywnoscElementPretowy2D(E,A,L10,theta10) 
 

 
Krok 3 – składanie macierzy sztywno�ci elementów w jedn� globaln� macierz dla całego 
układu 
Aby poprawnie poskłada� macierze elementów ki (i=1,2,3,...,15) w jedn� globaln� macierz 
sztywno�ci K, nale�y ustali� liczb� wszystkich stopni swobody w naszym zdyskretyzowanym 
układzie. Numeracj� stopni swobody przedstawia rysunek 3. Nale�y pami�ta� o generalnej 
zasadzie, �e je�li w w��le ł�cz� si� ró�ne elementy, to musz� by� w nim dopasowane stopniami 
swobody. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rysunek 3 
 
Poniewa� w układzie mamy 29 stopni swobody, globalna macierz sztywno�ci b�dzie miała wymiar 
29x29. Macierz K nale�y przed składaniem wyzerowa�, co wykonujemy komend�: 
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>>K=zeros(29,29) 

 
Poniewa� mamy 15 elementów, to funkcje składania sztywno�ci nale�y wywoła� a� 15 razy, 
uwa�aj�c na liczb� oraz numery stopni swobody składanego elementu. Mamy do dyspozycji trzy 
funkcje składania sztywno�ci: ZlozSztywnosc1S dla elementów z 1 stopniem swobody w w��le 
(spr��yna), ZlozSztywnosc2S dla elementów z 2 stopniami swobody w w��le (pr�t2D) i 
ZlozSztywnosc3S dla elementów z 3 stopniami swobody w w��le (rama2D). Ka�d� z tych funkcji 
nale�y wywoła� tyle razy, ile danych elementów jest w układzie podaj�c jako parametry globaln� 
macierz K (która jest wynikiem), macierz elementu ki (i=1,2,3,...,15) i numery stopni swobody 
definiuj�ce dany element (najpierw w w��le o ni�szym numerze, a potem w w��le o wy�szym 
numerze): 
- najpierw 4 spr��yny (prosz� porówna� z rysunkiem nr 3) 
 
>>K=ZlozSztywnosc1S(K,k1,1,3) 
>>K=ZlozSztywnosc1S(K,k2,2,4) 
>>K=ZlozSztywnosc1S(K,k14,25,28) 
>>K=ZlozSztywnosc1S(K,k15,26,29) 
 

- potem 6 ram 
 
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k3,3,4,5,6,7,8) 
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k4,6,7,8,9,10,11) 
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k5,6,7,8,12,13,14) 
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k11,19,20,21,22,23,24) 
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k12,9,10,11,22,23,24) 
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k13,22,23,24,25,26,27) 
 

- i na ko�cu 5 pr�tów 
 
>>K=ZlozSztywnosc2S(K,k6,12,13,15,16) 
>>K=ZlozSztywnosc2S(K,k7,15,16,17,18) 
>>K=ZlozSztywnosc2S(K,k8,15,16,19,20) 
>>K=ZlozSztywnosc2S(K,k9,12,13,17,18) 
>>K=ZlozSztywnosc2S(K,k10,17,18,19,20) 
 

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawi� si� sumowane sztywno�ci poszczególnych 
elementów. 
 
Krok 4 – uwzgl�dnienie warunków brzegowych 
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s�: 

- znane przemieszczenia w�złów nr 1, 2, 12 i 13 – podpory unieruchamiaj� nast�puj�ce 
stopnie swobody: 1, 2, 28 i 29, tj. U1 = U2 = U28 = U29 = 0 (stosujemy wielkie litery U, F, 
Φ i M, bo pracujemy na stopniach swobody!) 

- znane obci��enia w pozostałych stopniach swobody (zobacz rysunek 4 i 5): 
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Rysunek 4 
 
Poniewa� obci��enie równomiernie rozło�one q musi zosta� zamienione na ekwiwalentne 
obci��enia w�złowe F i M, stosujemy dobrze znany schemat oblicze�, przedstawiony na rysunku 5 
(prosz� zwróci� uwag� na konwencj� znaków przy warto�ciach momentów i sił skupionych!). 
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Rysunek 5 
 
Powy�szy układ obci��e� wprowadzamy w postaci globalnego wektora F (ma 29 pozycji, tyle ile 
stopni swobody w układzie): 
- zerowanie całego wektora (nie trzeba b�dzie wprowadza� zerowych obci��e�) 
 
>>F=zeros(29,1); 
 

- wprowadzamy siły skupione 
 
>>F(13)=-20; 
>>F(15)=-2; 
>>F(16)=-10; 
>>F(19)=-1; 
>>F(22)=-2; 
 

- wprowadzamy obci��enia ekwiwalentne (dobrym zwyczajem jest pozwoli� programowi na 
wyliczenie warto�ci ni� wklepywa� zaokr�glone, a wi�c niedokładne, liczby) 
 
>>F(7)=-5*5/2; 
>>F(8)=-5*5*5/12; 
>>F(10)=-5*5/2-10*5/2; 
>>F(11)=5*5*5/12-10*5*5/12; 
>>F(23)=-10*5/2; 
>>F(24)=10*5*5/12; 
 

Uwzgl�dniaj�c wiadome przemieszczenia, układ równa� redukuje si� z 29 do 25 równa�. 
Wycinamy z macierzy K kolumny i wiersze odpowiadaj�ce unieruchomionym stopniom swobody, 
tj. 1,2,28 i 29 (kopiujemy zatem wiersze i kolumny „z wn�trza” macierzy K: od 3 do 27): 
 
>>k=K(3:27,3:27); 
 

to samo robimy z wektorem obci��e� (nie znamy przecie� reakcji F1, F2, F28 i F29) 
 
>>f=F(3:27); 
 

 
Krok 5 – rozwi�zanie równa� 
Wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa): 
 
>>u=k\f 

 
i otrzymujemy w wyniku przemieszczenia i rotacje dla stopni swobody od 3 do 27: 
 
u = 
 
   -0.0078 
   -0.1213 
    0.1268 
   -0.4388 
   -0.1217 
    0.0050 
   -0.4388 

q 

L 

qL/2 qL/2 

qL2/12 −qL2/12 

+ 
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   -0.4901 
   -0.0338 
   -0.8230 
   -0.1218 
    0.1128 
   -0.8295 
   -0.1058 
   -0.8230 
   -0.1058 
   -0.8229 
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   -0.4388 
   -0.0890 
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    0.0028 
   -0.0887 
    0.0737 

 
(przemieszczenia s� w [m] a rotacje w [rad]). 
 
 
Krok 6 – obróbka wyników (postprocessing) 
Maj�c przemieszczenia wszystkich w�złów, mo�emy obliczy� reakcje w podporach. Najpierw 
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy znane przemieszczenia do wyników): 
 
>>U=[0;0;u;0;0] 

 
a potem wyliczmy siły: 
 
>>F=K*U 

 
otrzymamy w wyniku komplet obci��e� w�złowych: 
 
F = 
 
    7.7986 
   60.6500 
   -0.0000 
    0.0000 
   -0.0000 
   -0.0000 
  -12.5000 
  -10.4167 
   -0.0000 
  -37.5000 
  -10.4167 
   -0.0000 
  -20.0000 
    0.0000 
   -2.0000 
  -10.0000 
   -0.0000 
    0.0000 
   -1.0000 
   -0.0000 
   -0.0000 
   -2.0000 
  -25.0000 
   20.8333 
    0.0000 
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    0.0000 
   -0.0000 
   -2.7986 
   44.3500 
 

(siły s� w [kN] a momenty w [kNm]). 
 

Zatem, reakcje wynosz�: F1 = 7.7986kN; F2 = 60.6500kN, F28 = -2.7986kN i F29 = 44.3500kN. 
Odkształcony układ został przedstawiony na rysunku 6. 
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ZADANIE NR 2 
 
Zaproponowa� modyfikacj� układu konstrukcyjnego z zadania poprzedniego, dzi�ki której 
zmniejszeniu ulegn� przemieszczenia poziome. 
 

 

ROZWI�ZANIE 
 
 
Jednym z najprostszych rozwi�za� jest zablokowanie mo�liwo�ci obrotu elementów nr 3 i 13 w 
w�złach nr 3 i 11 – zatem o ile mo�liwe b�d� ograniczone przemieszczenia poziome i pionowe w 
tych w�złach (spr��ynki, czyli podatne podło�e gruntowe), o tyle poł�czenia nie b�d� miały 
przegubów. 
 
Krok 1 – dyskretyzacja zadania 
Układ mo�e by� podzielony na elementy i w�zły tak jak w zadaniu poprzednim - zobacz rysunek 2 
– łatwiejsze b�dzie porównanie uzyskanych wyników. 
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Krok 2 – utworzenie macierzy sztywno�ci dla ka�dego elementu 
Poniewa� pracujemy na tym samym zdyskretyzowanym układzie, komendy s� identyczne jak w 
kroku nr 2 w zadaniu poprzednim. Je�li zadanie to rozwi�zujemy bezpo�rednio po zadaniu 1, to w 
pami�ci Matlaba s� ju� zadeklarowane macierze sztywno�ci wszystkich elementów i nie trzeba ju� 
ich drugi raz oblicza�. 
 
Krok 3 – składanie macierzy sztywno�ci elementów w jedn� globaln� macierz dla całego 
układu 
Komentarz jest taki sam jak w kroku 2. 
 
Krok 4 – uwzgl�dnienie warunków brzegowych 
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu s�: 

- znane przemieszczenia w�złów nr 1, 2, 12 i 13 – podpory unieruchamiaj� nast�puj�ce 
stopnie swobody: 1, 2, 28 i 29, tj. U1 = U2 = U28 = U29 = 0, a do tego dochodz� jeszcze 
blokady rotacji w w�złach nr 3 i 11, tj. stopnie swobody: U5 = Φ5 = U27 = Φ27 = 0 (zobacz 
rysunek 7, prosz� zwróci� uwag�, �e wygodniej jest operowa� tylko jednym wektorem U, 
ni� dwoma U i Φ i dlatego rotacje w obliczeniach te� zapiszemy jako U; ta sama uwaga 
dotyczy wektora obci��e� w�złowych F i M – stosujemy oznaczenie wspólne: F) 

- znane obci��enia w pozostałych stopniach swobody – tak jak w zadaniu poprzednim 
(zobacz rysunek 7): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rysunek 7 
 
Powy�szy układ obci��e� wprowadzamy w postaci globalnego wektora F (ma 29 pozycji, tyle ile 
stopni swobody w układzie): 
- zerowanie całego wektora (zerujemy poprzednie wyniki) 
 
>>F=zeros(29,1); 
 

- wprowadzamy siły skupione 
 
>>F(13)=-20; 
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>>F(15)=-2; 
>>F(16)=-10; 
>>F(19)=-1; 
>>F(22)=-2; 
 

- wprowadzamy obci��enia ekwiwalentne 
 
>>F(7)=-5*5/2; 
>>F(8)=-5*5*5/12; 
>>F(10)=-5*5/2-10*5/2; 
>>F(11)=5*5*5/12-10*5*5/12; 
>>F(23)=-10*5/2; 
>>F(24)=10*5*5/12; 
 

Uwzgl�dniaj�c wiadome przemieszczenia i rotacje, układ równa� redukuje si� z 29 do 23 równa� (4 
znane przemieszczenia i 2 rotacje). Wycinamy z macierzy K kolumny i wiersze odpowiadaj�ce 
unieruchomionym stopniom swobody, tj. 1, 2, 5, 27, 28 i 29 (kopiujemy zatem wiersze i kolumny 
„z wn�trza” macierzy K: od 3 do 4 i od 6 do 26): 
 
>>k=[K(3:4,3:4) K(3:4,6:26); K(6:26,3:4) K(6:26,6:26)]; 
 

to samo robimy z wektorem obci��e� (nie znamy przecie� reakcji F1, F2, F5=M5, F26=M26, F27 i 
F28) 
 
>>f=[F(3:4);F(6:26)]; 
 

 
Krok 5 – rozwi�zanie równa� 
Wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa): 
 
>>u=k\f 

 
i otrzymujemy w wyniku przemieszczenia i rotacje dla stopni swobody od 3 do 4 i od 6 do 26: 
 
u = 
 
   -0.0114 
   -0.1165 
   -0.1236 
   -0.1169 
   -0.0147 
   -0.1236 
   -0.4749 
   -0.0224 
   -0.3789 
   -0.1171 
    0.0840 
   -0.3835 
   -0.1058 
   -0.3789 
   -0.1058 
   -0.3788 
   -0.0938 
    0.0338 
   -0.1237 
   -0.0938 
    0.0856 
    0.0064 
   -0.0935 

 
(przemieszczenia s� w [m] a rotacje w [rad]). 
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Krok 6 – obróbka wyników (postprocessing) 
Maj�c przemieszczenia wszystkich w�złów, mo�emy obliczy� reakcje w podporach. Najpierw 
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy znane przemieszczenia do wyników – zera na 
pozycjach 1, 2, 5, 27, 28 i 29): 
 
>>U=[0;0;u(1:2);0;u(3:23);0;0;0] 

 
a potem wyliczmy siły: 
 
>>F=K*U 

 
otrzymamy w wyniku komplet obci��e� w�złowych: 
 
F = 
 
   11.4431 
   58.2663 
   -0.0000 
    0.0000 
  -26.2490 
   -0.0000 
  -12.5000 
  -10.4167 
    0.0000 
  -37.5000 
  -10.4167 
    0.0000 
  -20.0000 
   -0.0000 
   -2.0000 
  -10.0000 
    0.0000 
    0.0000 
   -1.0000 
    0.0000 
   -0.0000 
   -2.0000 
  -25.0000 
   20.8333 
    0.0000 
   -0.0000 
    2.4125 
   -6.4431 
   46.7337 

 
(siły s� w [kN] a momenty w [kNm]). 
 

Zatem, reakcje wynosz�: F1 = 11.4431kN; F2 = 58.2663kN, F5 = M5 = -26.2490kNm, F27 = M27 = 
2.4125kNm, F28 = -6.4431kN i F29 = 46.7337kN. 
Głównym celem modyfikacji zadania, było zmniejszenie przemieszcze� poziomych układu, które 
zestawiono w tabeli poni�ej, zaznaczaj�c je kolorem czerwonym. 
 

Stopie� 
Swobody 

Zadanie 1 Zadanie2 

1 
2 
3 
4 

         0 
         0 
   -0.0078 
   -0.1213 

         0 
         0 
   -0.0114 
   -0.1165 
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5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

    0.1268 
   -0.4388 
   -0.1217 
    0.0050 
   -0.4388 
   -0.4901 
   -0.0338 
   -0.8230 
   -0.1218 
    0.1128 
   -0.8295 
   -0.1058 
   -0.8230 
   -0.1058 
   -0.8229 
   -0.0890 
    0.0565 
   -0.4388 
   -0.0890 
    0.1175 
    0.0028 
   -0.0887 
    0.0737 
         0 
         0 

         0 
   -0.1236 
   -0.1169 
   -0.0147 
   -0.1236 
   -0.4749 
   -0.0224 
   -0.3789 
   -0.1171 
    0.0840 
   -0.3835 
   -0.1058 
   -0.3789 
   -0.1058 
   -0.3788 
   -0.0938 
    0.0338 
   -0.1237 
   -0.0938 
    0.0856 
    0.0064 
   -0.0935 
         0 
         0 
         0 

 
Z wyj�tkiem dwóch stopni swobody, zaznaczonych w tabeli powy�ej pogrubion� czcionk�, 
wszystkie przemieszczenia poziome s� ponad dwukrotnie mniejsze po modyfikacji układu. 
Porównanie odkształconych układów przedstawiono na rysunku 8 (kolorem niebieskim zaznaczono 
wyniki z zadania nr 2). 
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Rysunek 8 

 
KONIEC 


