Dr inz. Piotr Srokosz

Metody Informatyczne w Budownictwie
Metoda Elementéw Skonczonych

ZADANIE NR 1

Wyznaczy¢ wektor sit i przemieszczen weztowych dla uktadu elementéw przedstawionego na
rysunku ponizej (rysunek nie jest w skali!).
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Rysunek 1

Prosz¢ dobra¢ elementy dyskretyzujace uklad majac do dyspozycji nastgpujace parametry
geometryczne i materiatowe:

- sztywnos$¢ sprezyn: k; = 1000 kN/m, k, = 500 kN/m

- modut sprezystosci: E = 8-10” kPa

- pole przekroju poprzecznego: A = 0.01m*

- moment bezwtadnosci: I = 10° m*

ROZWIAZANIE

Krok 1 - dyskretyzacja zadania

Uktad nalezy podzieli¢ na elementy i wezly. Mozna to zrobi¢ na kilka sposobdw, przy czym nalezy
pamigta¢, ze od dyskretyzacji beda uzaleznione wyniki! Przyktad dyskretyzacji przedstawia
rysunek 2. Kolorem niebieskim zaznaczono numeracj¢ weztow, a kolorem czerwonym — numeracj¢
i rodzaje elementéw przypisanych poszczegdlnym fragmentom zdykretyzowanego uktadu.
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Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu
Mamy 4 elementy spr¢zynowe, 6 elementéw typu rama2D oraz 5 elementéw typu pret2D.
Cztery macierze sztywnosci sprezyn: k1, k2, k14 i k15 utworzymy komendami:

>>k1=SztywnoscElementSprezynowy (1000)
>>k2=SztywnoscElementSprezynowy (500)
>>kl14=SztywnoscElementSprezynowy (1000)
>>k15=SztywnoscElementSprezynowy (500)

Sze$¢ macierzy sztywnosci ram2D: k3, k4, k5, k11, k12 i k13 wymaga zdefiniowania ich
charakterystyk geometryczno-materialowych, tj:

>>E=8E7;
>>A=0.01;
>>I=1E-5;
>>1,3=5;
>>theta3=90;
>>L4=5;
>>thetad4d=0;
>>15=5;
>>thetab5=90;
>>L11=5;
>>thetall=270;
>>1,12=5;
>>thetal2=0;
>>113=5;
>>thetal3=270;

po czym mozna przystapi¢ do utworzenia macierzy elementéw komendami:

>>k3=SztywnoscElementRamowy2D (E, A, I,L3,thetal)
>>k4=SztywnoscElementRamowy2D (E,A, I,L4,thetad)
>>k5=SztywnoscElementRamowy2D (E, A, I,L5,thetab)
>>kll=SztywnoscElementRamowy2D (E,A,I,L11l,thetall)
>>kl12=SztywnoscElementRamowy2D (E,A,I,L12,thetal2)
>>k13=SztywnoscElementRamowy2D (E, A, I,L13,thetal3)
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ostatnie pie¢ macierzy elementowych dla pretéw2D: k6, k7, k8, k9 i k10 powstanie w wyniku
wykonania czynno$ci zwiazanych z:
- deklaracja charakterystyk geometrycznych elementéw:

>>[L6 theta6]=DlugoscKatElementPretowy2D(0,10,5,12);
>>L7=2;

>>theta7=270;

>>[L8 theta8]=DlugoscKatElementPretowy2D(5,12,10,10);
>>1,9=5;

>>theta9=0;

>>110=5;

>>thetall0=0;

- budowa sztywnosci elementow:

>>k6=SztywnoscElementPretowy2D (E,A,L6,thetab)
>>k7=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L7, theta7)
>>k8=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L8, theta8)
>>k9=SztywnoscElementPretowy2D (E, A, L9, theta9)
>>k10=SztywnoscElementPretowy2D (E,A,L10,thetall)

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla caltego
ukladu

Aby poprawnie posktadaé macierze elementéw k; (i=1,2,3,...,15) w jedna globalna macierz
sztywnosci K, nalezy ustali¢ liczbe wszystkich stopni swobody w naszym zdyskretyzowanym
uktadzie. Numeracje stopni swobody przedstawia rysunek 3. Nalezy pamigta¢ o generalnej
zasadzie, ze jesli w wezle lacza si¢ rézne elementy, to musza by¢ w nim dopasowane stopniami
swobody.

ks k
2

13
6 27
| 4 '\ 25
>3 —>
k; Kis 28
K kis

I 2t

Rysunek 3

Poniewaz w ukladzie mamy 29 stopni swobody, globalna macierz sztywno$ci bedzie miala wymiar
29x29. Macierz K nalezy przed sktadaniem wyzerowa¢, co wykonujemy komenda:
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>>K=zeros (29, 29)

Poniewaz mamy 15 elementéw, to funkcje skladania sztywnosci nalezy wywota¢ az 15 razy,
uwazajac na liczbg oraz numery stopni swobody sktadanego elementu. Mamy do dyspozycji trzy
funkcje sktadania sztywnosci: zlozSztywnosc1s dla elementdw z 1 stopniem swobody w wezle
(sprezyna), zlozSztywnosc2s dla elementéw z 2 stopniami swobody w wezle (pret2D) i
ZzlozSztywnosc3$S dla elementéw z 3 stopniami swobody w wezle (rama2D). Kazda z tych funkcji
nalezy wywotac tyle razy, ile danych elementéw jest w uktadzie podajac jako parametry globalng
macierz K (ktéra jest wynikiem), macierz elementu k; (i=1,2,3,...,15) i numery stopni swobody
definiujace dany element (najpierw w wezle 0 nizszym numerze, a potem w wezle 0 wyzszym
numerze):

- najpierw 4 sprezyny (prosze¢ poréwnac z rysunkiem nr 3)

>>K=ZlozSztywnosclS
>>K=ZlozSztywnosclS
>>K=ZlozSztywnosclS
>>K=ZlozSztywnosclS

K,k1,1,3)
K,k2,2,4)
K,k14,25,28)
K,k15,26,29)

- potem 6 ram

>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k3,3,4,5,6,7,8)
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k4,6,7,8,9,10,11)
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k5,6,7,8,12,13,14)
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,k11,19,20,21,22,23,24)
>>K=ZlozSztywnosc3S (K, k12,9,10,11,22,23,24)
>>K=ZlozSztywnosc3S(K,kl13,22,23,24,25,26,27)

- inakoncu 5 pretéw

>>K=ZlozSztywnosc2S (K,k6,12,13,15,16)
>>K=ZlozSztywnosc2S(K,k7,15,16,17,18)
>>K=ZlozSztywnosc2S (K, k8,15,16,19,20)
>>K=ZlozSztywnosc2S (K,k9,12,13,17,18)
>>K=ZlozSztywnosc2S (K, k10,17,18,19,20)

Na odpowiednich miejscach w macierzy K pojawia si¢ sumowane sztywnosci poszczegdlnych
elementow.

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:

- znane przemieszczenia weztow nr 1, 2, 12 i 13 — podpory unieruchamiaja nastgpujace
stopnie swobody: 1, 2, 28 1 29, tj. Ul = U2 = U28 = U29 = 0 (stosujemy wielkie litery U, F,
® i M, bo pracujemy na stopniach swobody!)

- znane obciazenia w pozostatych stopniach swobody (zobacz rysunek 41 5):

F, = OkN
F, = OkN
F =M, = 0kNm
F, = OkN

E =q,-L/2=-5-5/2=-12.5kN
F =M, =q,-12/12=-5-5*/12 = -10.42kNm
E, = OkN
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E,=q,-L/2+q,-L/2=-5-5/2-10-5/2 = —37.5kN
F,=-q,-1*/12+q, 1?/12=--5-5"/12-10-5%/12 = ~10.42kNm

", = OkN
F, =-20kN
E, =M,, = 0kNm
E, =-2kN
E, =—-10kN
F, =0kN
E, =0kN
F, =—1kN
E,, = 0kN
E, =M,, =0kNm
E, =-2kN

F,=q,-L/2=-10-5/2=-25kN

F, =M,, =—q, - 1>/12=--10-5%/12 = 20.83kNm
F,, = 0kN
E,, = OkN

E, =M,, = 0kNm

D=7 D,=?
U ? 21=0kNm
Fl:=-20kN
13 _> Upo=?
v _OkN Flt): 1kN
12—
Ul():?
F,=-37.5kN Un=?
U= D= ®,=2 Fr=25kN[ g &2~
U =-10.42kNm f M, =-10.42kNm ﬁ M,4=20.83kNm
Us=? Olf:“’ ) Un=?
F=O0kN Fy=0kN Fo=-2kN
, &y=?
Ue=? Ds=? Up=? My;=0kNm
Ms=0kNm Fa=0kN
—> >
U,=0m Us=? mim
Fio? Fi=0KN o

Rysunek 4

Poniewaz obciazenie réwnomiernie rozlozone q musi zosta¢ zamienione na ekwiwalentne
obciazenia wezlowe F i M, stosujemy dobrze znany schemat obliczen, przedstawiony na rysunku 5
(prosze¢ zwrdci¢ uwage na konwencjg¢ znakdéw przy warto§ciach momentéw i sit skupionych!).
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Powyzszy uktad obciazen wprowadzamy w postaci globalnego wektora F (ma 29 pozycji, tyle ile
stopni swobody w uktadzie):
- zerowanie calego wektora (nie trzeba bedzie wprowadza¢ zerowych obciazen)

>>F=zeros (29,1);

- wprowadzamy sity skupione

>>F (13)=-20;
>>F (15)=-2;
>>F (16)=-10;
>>F (19)=-1;
>>F (22)=-2;

- wprowadzamy obciazenia ekwiwalentne (dobrym zwyczajem jest pozwoli¢ programowi na
wyliczenie warto$ci niz wklepywac zaokraglone, a wigc niedokladne, liczby)

>>F (7)=-5*5/2;

>>F (8)=-5*5*5/12;

>>F (10)=-5*5/2-10*5/2;

>>F (11)=5*5*5/12-10*5*5/12;
>>F (23)=-10*5/2;

>>F (24)=10*5*5/12;

Uwzgledniajac wiadome przemieszczenia, uklad réwnan redukuje si¢ z 29 do 25 réwnan.
Wycinamy z macierzy K kolumny i wiersze odpowiadajace unieruchomionym stopniom swobody,
tj. 1,2,28 1 29 (kopiujemy zatem wiersze i kolumny ,,z wnetrza” macierzy K: od 3 do 27):

>>k=K(3:27,3:27);
to samo robimy z wektorem obcigzen (nie znamy przeciez reakcji F1, F2, F28 i F29)

>>f=F(3:27);

Krok 5 - rozwigzanie réwnan
Wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):

>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku przemieszczenia i rotacje dla stopni swobody od 3 do 27:

-0.0078
-0.1213

0.1268
-0.4388
-0.1217

0.0050
-0.4388
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-0.4901
-0.0338
-0.8230
-0.1218

0.1128
-0.8295
-0.1058
-0.8230
-0.1058
-0.8229
-0.0890

0.0565
-0.4388
-0.0890

0.1175

0.0028
-0.0887

0.0737

(przemieszczenia sa w [m] a rotacje w [rad]).

Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)
Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy znane przemieszczenia do wynikow):

>>U=[0;0;u;0;0]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy w wyniku komplet obciazen weztowych:

7.7986
60.6500
-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
-12.5000
-10.4167

-0.0000
-37.5000
-10.4167

-0.0000
-20.0000

0.0000
-2.0000

-10.0000
-0.0000

0.0000
-1.0000
-0.0000
-0.0000
-2.0000

-25.0000
20.8333
0.0000
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0.0000
-0.0000
-2.7986
44.3500

(sity sa w [kN] a momenty w [kNm]).

Zatem, reakcje wynosza: F; = 7.7986kN; F, = 60.6500kN, Fyg = -2.7986kN i F9 = 44.3500kN.
Odksztatcony uktad zostal przedstawiony na rysunku 6.

Rysunek 6

ZADANIE NR 2

Zaproponowa¢ modyfikacje uktadu konstrukcyjnego z zadania poprzedniego, dzigki ktorej
zmniejszeniu ulegna przemieszczenia poziome.

ROZWIAZANIE

Jednym z najprostszych rozwiazan jest zablokowanie mozliwo$ci obrotu elementéw nr 3 i 13 w
weztach nr 31 11 — zatem o ile mozliwe bgda ograniczone przemieszczenia poziome i pionowe w
tych weztach (spr¢zynki, czyli podatne podiloze gruntowe), o tyle potaczenia nie beda miaty
przegubdow.

Krok 1 - dyskretyzacja zadania
Uklad moze by¢ podzielony na elementy i wezty tak jak w zadaniu poprzednim - zobacz rysunek 2
— latwiejsze bedzie poréwnanie uzyskanych wynikéw.
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Krok 2 — utworzenie macierzy sztywnosci dla kazdego elementu

Poniewaz pracujemy na tym samym zdyskretyzowanym uktadzie, komendy sa identyczne jak w
kroku nr 2 w zadaniu poprzednim. Je$li zadanie to rozwiazujemy bezposrednio po zadaniu 1, to w
pamigci Matlaba sa juz zadeklarowane macierze sztywno$ci wszystkich elementdw i nie trzeba juz
ich drugi raz obliczad.

Krok 3 - skladanie macierzy sztywnosci elementéw w jedna globalng macierz dla caltego
ukladu
Komentarz jest taki sam jak w kroku 2.

Krok 4 — uwzglednienie warunkéw brzegowych
Warunkami brzegowymi w naszym zadaniu sa:

- znane przemieszczenia weztow nr 1, 2, 12 i 13 — podpory unieruchamiaja nastgpujace
stopnie swobody: 1, 2, 28 1 29, tj. Ul = U2 = U28 = U29 = 0, a do tego dochodza jeszcze
blokady rotacji w weztach nr 31 11, tj. stopnie swobody: US = ®5 = U27 = $27 = 0 (zobacz
rysunek 7, prosze zwréci¢ uwage, ze wygodniej jest operowac tylko jednym wektorem U,
niz dwoma U i & i dlatego rotacje w obliczeniach tez zapiszemy jako U; ta sama uwaga
dotyczy wektora obciagzen we¢ztowych F i M — stosujemy oznaczenie wspdlne: F)

- znane obciazenia w pozostatych stopniach swobody — tak jak w zadaniu poprzednim
(zobacz rysunek 7):

U](,:? Up=?
F](‘:-loka 5=

(1314:?
Uy=? Py=?
K%,:OkNm
_> Ujo=?

U13=? onZOkN

F] 3:-201(N$

|2=? _
Fj,=0kN Fio=-1kN
Ujo=?
F|0:-37.5kN Un=?
U= Dg=? ®,,=? Fy=-25kN D=7
Frm 12.5kN E §=-10.42kNm f M,,=-10.42kNm ﬁv\MzFZO‘&%kNm
Ug=? Uy=? h Uxn=?
F¢=0kN Fo=0kN Fy=-2kN
D,=0
¢5=(1 Us=? My=?kNm
M;=?KkNm Fos=0kN
—>
Us=? 55=7 Up=0m
F;=0kN Fas=0kN Fy=?
?Ugg,:()m
Fo="?
Rysunek 7

Powyzszy uktad obciazen wprowadzamy w postaci globalnego wektora F (ma 29 pozyciji, tyle ile

stopni swobody w uktadzie):
- zerowanie calego wektora (zerujemy poprzednie wyniki)

>>F=zeros (29,1);

- wprowadzamy sity skupione

>>F (13)=-20;
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>>F (15)=-2

>>F (16)=-10;
>>F (19)=-1;
>>F (22)=-2;

- wprowadzamy obciazenia ekwiwalentne

>>F (7)=-5*5/2;

>>F (8)=—-5*5*5/12;

>>F (10)=-5*5/2-10*5/2;

>>F (11)=5*5*5/12-10*5*5/12;
>>F (23)=-10*5/2;

>>F (24)=10*5*5/12;

Uwzgledniajac wiadome przemieszczenia i rotacje, uktad rownan redukuje si¢ z 29 do 23 réwnan (4
znane przemieszczenia i 2 rotacje). Wycinamy z macierzy K kolumny i wiersze odpowiadajace
unieruchomionym stopniom swobody, tj. 1, 2, 5, 27, 28 1 29 (kopiujemy zatem wiersze i kolumny
,»Z wnetrza” macierzy K: od 3 do 4 i od 6 do 26):

>>k=[K(3:4,3:4) K(3:4,6:26); K(6:26,3:4)

K(6:26,6:26)];

to samo robimy z wektorem obciazen (nie znamy przeciez reakcji F1, F2, F5=MS5, F26=M26, F27 i

F28)

>>f=[F(3:4);F(6:26)];

Krok 5 - rozwigzanie rownan

Wyliczamy nieznane przemieszczenia poleceniem (eliminacja Gaussa):

>>u=k\f

i otrzymujemy w wyniku przemieszczenia i rotacje dla stopni swobody od 3 do 41 od 6 do 26:

-0.0114
-0.1165
-0.1236
-0.1169
-0.0147
-0.1236
-0.4749
-0.0224
-0.3789
-0.1171

0.0840
-0.3835
-0.1058
-0.3789
-0.1058
-0.3788
-0.0938

0.0338
-0.1237
-0.0938

0.0856

0.0064
-0.0935

(przemieszczenia sa w [m] a rotacje w [rad]).
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Krok 6 — obrobka wynikow (postprocessing)

Majac przemieszczenia wszystkich weztéw, mozemy obliczy¢ reakcje w podporach. Najpierw
zbierzmy przemieszczenia w jeden wektor (dodajemy znane przemieszczenia do wynikéw — zera na
pozycjach 1, 2, 5,27, 281 29):

>>U=[0;0;u(l1:2);0;u(3:23),;0;0;0]
a potem wyliczmy sity:
>>F=K*U

otrzymamy w wyniku komplet obciazen weztowych:
F =

11.4431
58.2663
-0.0000
0.0000
-26.2490
-0.0000
-12.5000
-10.4167
0.0000
-37.5000
-10.4167
0.0000
-20.0000
-0.0000
-2.0000
-10.0000
0.0000
0.0000
-1.0000
0.0000
-0.0000
-2.0000
-25.0000
20.8333
0.0000
-0.0000
2.4125
—6.4431
46.7337

(sity sa w [kN] a momenty w [kKNm]).

Zatem, reakcje wynosza: F; = 11.4431kN; F, = 58.2663kN, Fs = Ms = -26.2490kNm, F; = My; =
2.4125kNm, Fag = -6.4431kN i Fy9 = 46.7337kN.

Gtownym celem modyfikacji zadania, byto zmniejszenie przemieszczen poziomych uktadu, ktére
zestawiono w tabeli ponizej, zaznaczajac je kolorem czerwonym.

Stopien . .
Swobody Zadanie 1 Zadanie2
1 0 0

2 0 0
3 -0.0078 -0.0114
4 -0.1213 -0.1165
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5 0.1268 0
6 -0.4388 -0.1236
7 -0.1217 -0.1169
8 0.0050 -0.0147
9 -0.4388 -0.1236
10 -0.4901 -0.4749
11 -0.0338 -0.0224
12 -0.8230 -0.3789
13 -0.1218 -0.1171
14 0.1128 0.0840
15 -0.8295 -0.3835
16 -0.1058 -0.1058
17 -0.8230 -0.3789
18 -0.1058 -0.1058
19 -0.8229 -0.3788
20 -0.0890 -0.0938
21 0.0565 0.0338
22 -0.4388 -0.1237
23 -0.0890 -0.0938
24 0.1175 0.0856
25 0.0028 0.0064
26 -0.0887 -0.0935
27 0.0737 0
28 0 0
29 0 0

Z wyjatkiem dwoéch stopni swobody, zaznaczonych w tabeli powyzej pogrubiona czcionka,
wszystkie przemieszczenia poziome sa ponad dwukrotnie mniejsze po modyfikacji uktadu.
Poréwnanie odksztatconych uktadéw przedstawiono na rysunku 8 (kolorem niebieskim zaznaczono

wyniki z zadania nr 2).

Rysunek 8
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