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1. PODSTAWOWE POJECIA

Skalarem — nazywamy wielkosc¢ fizyczna,
ktora jest catkowicie charakteryzowana
jednag liczbg (np. temperatura, cisnienie,
masa, pole, energia...).

Wektorem — nazywamy odcinek, na ktorym
wyrdzniono poczatek i koniec. AB, a

» Cechy wektora:
dtugo$é (warto$¢ bezwzgledna, modut); |4 ,@
kierunek, tj. prosta na ktorej wektor lezy;
ZWrot;
punkt przytozenia.




W zaleznosci od potrzeb wektory klasyfikujemy
w 3-ech grupach:

1. Wektor uczepiony
— czyli zwigzany z konkretnym punktem

(posiada cechy a, b, c, d);

a

2. Wektor S$lizgaj qcy si e
— zwigzany z okreslong prostg w przestrzeni,
lecz bez konkretnego punktu zaczepienia,
(posiada cechy a, b, c).




3. Wektor swobodny

- wektor taki posiada okreslony kierunek, zwrot,
natomiast nie posiada konkretnego punktu
zaczepienia. Pozostaje stale rownolegty do
okreslonej prostej w przestrzeni;

(posiada cechy a, b, c).
Czesto ma zastosowanie w rozwazaniach
teoretycznych.

2. WEKTOR 108

Osig - nazywamy prostg na ktérej zostat
ustalony zwrot, punkt O zwany zerowym oraz
ustalono odcinek jednostkowy.

b i a_ X
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321 6 1 2 3 45
Wersorem osi X - nazywamy wektor
wspotiniowy z tg osig, posiadajacy diugosé
jednostkowg i zwrot zgodny z dodatnim
zwrotem osi.

Liczby 3, -2, ... itd. nazywamy miarami wektora
wzgledem osi.




Miarg wektora a wzgledem osi X nazywamy
liczbe wyrazajgcg diugos¢ wektora wyrazong w
przyjetych jednostkach, przy czym liczba ta jest
dodatnia kiedy zwrot wektora jest zgodny ze
zwrotem osi, a ujemna kiedy zwrot wektora jest
przeciwny do zwrotu osi.

a =30 b =-20
Analityczny zapis wektora jak z powyzszych

zapiséw wynika otrzymujemy mnozac miare
wektora wzgledem osi przez wersor tej osi.
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A B
AB =rz, AB - wektor AB' jestrzutem

X “wektora AB na oS x.
Jesli dlugos¢ wektora AB wynosi |AB | to
miara rzutu_wektora wzgledem osi X bedzie
iloczynem AB[tosa .

mrz, AB = ‘AB‘ [cosa




R ——

AB =mrz. ABO

X

'B'= rzxﬁ:‘ﬁ‘ [Gosa O

albo
Krétsze oznaczenia
miary rzutu na os:

erXKé = ABX -na os$ X
mrzyﬁ3=ABy -naosy
mrzzHB =AB, -naosz

rz,a=a, 0
rzya=ay [j
rz,a=a, [k

3. DODAWANIE WEKTOROW

Zatbzmy, ze mamy wybrany w przestrzeni pewien
kartezjanski (prostokgtny) uktad wspétrzednych Oxyz ).
ukiad trzech wzajemnie prostopadtych osi Ox, Oyi Oz
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Suma wektoréw &, b, ... nazywamy wektor o
poczatku w poczatku pierwszego wektora i
koncu w koncu ostatniego wektora po
uporzgdkowaniu ich w ten sposaéb, ze poczatek
nastepnego wektora pokrywa sie z koncem
poprzedniego.

3.1. Analityczny zapis wektora

swobodnego
Az
ka
A
N
[ L
Tﬂx @] T ¥
A, A OA=0A, +OA, +OA,
/ i, ], K -wersoryosix,y, z




Niech liczby a_, a, ,a, oznaczajg miary rzutéw
wektora OA=& naosie X, YV, Z

OA=a=aji+a j+ak

4. ODEJMOWANIE WEKTOROW

Wektorem przeciwnym do wektora @=a,i +a,j +a,k
nazywamy wektor —d=-a,i -a,j —aXk

Roznicg wektorow @ i b nazywamy sume
wektoréw & iwektora przeciwnego do wektora b,

- —»
b b
N >
ab E

a-b=a+(-b)




4.1. Analityczny zapis wektora
uczepionego

Z r
B(XBl yBl ZB)
A(XA ’ yAl ZA)
Xy —
Xg “/ ----- : AB,= Xg - Xa
A\ ABy: Ys-Ya
"""""""""""""""" I, ABZ= ZB = ZA
B

Analityczny zapis wektora o danych wspoétrzednych
jego poczatku i konca wyraza sie wzorem:

KB’Z(XB_XA)ﬁ+(yB_yA)j+(ZB_ZA)m




5. MNOZENIE SKALARNE
WEKTOROW

lloczyn skalarny dwoch wektorow jest skalarem i
wyraza sie wzorem;

al =4 qﬁ‘ [¢os(d, b) (1%)

a b = 0 wtedy,gdywektor a b

alb=mrzbla = mrzaB:Ta[‘ﬂ)
é[ﬂS:mrzﬁé[.E = mrzBé:TBE‘b

Jezeli wektory @ i 6 dane sg w zapisie analitycznym
§:axl +a, | +a,k
b=b,i +b,j+bk

to wykaza¢ mozna, ze iloczyn skalarny wyraza sie wzorem:

ib=a,b,+a, b, +a,b, @
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5.1. Kagt mi edzy wektorami

Ze wzoru (1*) wynika, ze
4o b
gdzie:

a=a+al+a? ;b= b} +b?+b]

6. ILOCZYN WEKTOROWY
DWOCH WEKTOROW

lloczynem wektorowym wektorow a i b nazywamy
taki wektor C =axb , ktory:

1) ma dtugos¢ réwng iloczynowi dtugosci obu
wektorow i sinusa kata miedzy nimi zawartego

c|=|axb|=ab &in(a,b)
2) jest prostopadty do obu wektoréw: ¢ 0a icOb

3) zwrot wektora wyznacza ruch postepowy sruby
prawoskretnej przy obrocie o najmniejszy kat od
wektora @ do wektora b (obrét ten jest prawy).
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o

- wynika to z
niezmiennosci 1) i 2)
cechy definicyjnej
wektora C

O

|| = polu zakreskowaemu

lloczyn wektorowy dwaoch wektoréw rownolegtych
jest réwny zero — wynika to z pierwszej cechy

definicyjnej.

Wykaza¢ mozna, ze jezeli wektory a i b
zapisane sg analitycznie:
a=ajl +a,j+ak
b=bi +byj +b,k

to analitycznie:

|

—

o
I
o
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O

k
a'Z
b,

aX
b
albo: X Y

¢=(ab,-b,a,)d -(ab, -ba,)J +(ab,-ba,) k=
%/—J %/—J

Cx

Cy
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7. MOMENT WEKTORA WZGL EDEM PUNKTU

—>
Mom,AB

A
Moment wektora AB wzgledem punktu O réwna sie
iloczynowi wektorowemu OAx AB

Mom, AB=0OAx AB

Momentem wektora AB wzgledem punktu O nazywamy iloczyn
wektorowy wektora o poczatku w punkcie O i koncu w poczatku
danego wektorai tego wektora.

Moment wektora wzgledem punktu posiada pewng
interesujgca wtasnosc, ktdrg mozna zapisa¢ w nastepujace
twierdzenie:
Moment wektora wzgledem punktu nie zmieni sie,
jezeli zamiast punktu A bedacego koncem wektora
OA wezmiemy jakikolwiek inny punkt C lezacy na
prostej wyznaczonej przez wektor AB.

—_— — — — —

Mom, AB=0OAx AB=0Cx AB
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Dowadd:

MO%E:&Xﬁ
OA=0C+CA
czyli:

Momy, AB = (OC+CA)x AB=0OCx AB+ CAxAB =OCxAB
réwnasie 0
poniewzﬁC—A"ﬂa

Wobec dowolnosci wyboru punktu C moze nim by¢ punkt K,
gdzie wektor OK 0 AB

Wtedy

o, 78 <08 oK a1

8. MOMENT WEKTORA WZGL EDEM QOSI

Momentem wektora wzgledem osi nazywamy rzut
na te oS momentu wektora wzgledem dowolnego
punktu na niej lezacego

Momﬂé: rz, (Morrbﬂ?;)

a) K Tk B
0
b) r B
o
N
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b)

n L

‘ Momﬁ: Mon}),ﬁ

Zapis pokazany na rysunku w czesci b) jest jednym
ze sposobow obliczania momentu wektora
wzgledem osi — czyli

‘Mom@‘zr[‘]ﬁ

Wobec dowolnosci wyboru punktu O na osi |
moze zachodzi¢ watpliwos¢ czy moment wektora
AB wzgledem osi | zdefiniowany jest w sposéb
jednoznaczny.

Watpliwosc¢ te usuwa nastepujace twierdzenie:

Mom AB= rz, O—K, = const= Mom AB

Dowdd: patrz J.Kwiatkowski ,Statyka ogolna”.
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|
AB i | majg punkt wspolny
X OK OI O [

" A rle—K>=0
& 0

|

B AB | |

< A OK Ol - rzOK=0

K 0

Powyzsze dwa rysunki s g skrotowym przedstawieniem faktu, = ze moment
wektora wzgl edem osi jest rowny zeru w dwéch przypadkach:

1) wektorio $ sg réwnolegte,

2) wektor i 0 $ majq punkt wspolny.

Przy obliczaniu momentu wektora CD wzgledem osi
wyznaczonej przez wektor AB postepujemy nastepujaco:

Os | zapisujemy analitycznie

B(Xg: Yg+ Zp)

A(Xys Ya s Zn)

E:(XB_XA)ﬁ+(yB_yA)Ij»+(ZB_ZA)Eﬁ
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Moment wektora CD wzgledem proste] AB réwna
sie rzutowi momentu wektora CD_wzgledem punktu

A, ktéry jest poczatkiem wektora AB |
Mom_.CD =rz_.(Mom,CD) =rz_,(ACxCD) =rz_.OK

BO

Dokonujemy rzutowania wektora OK = ACxCD
na wektor AB .

Dokonujemy zapisu analitycznego momentu
wektora cp wzgledem osi:

Mom_ CD = mrz_(Mom,CD) = mrz_ OK[AB,

gdzie: —
— AB , ,
AB) =— - wersor osi wyznaczone;

‘AB‘ przez wektor AB
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