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1. PODSTAWOWE POJĘCIA

SkalaremSkalarem –– nazywamy wielkość fizyczną, nazywamy wielkość fizyczną, 
która jest całkowicie charakteryzowana która jest całkowicie charakteryzowana 
jedną liczbą (np. temperatura, ciśnienie, jedną liczbą (np. temperatura, ciśnienie, 
masa, pole, energia…).masa, pole, energia…).

WektoremWektorem –– nazywamy odcinek, na którym nazywamy odcinek, na którym 
wyróżniono początek i koniec.        , wyróżniono początek i koniec.        , AB a

�� Cechy wektora:Cechy wektora:
ABa ,

r
a)a) długość (wartość bezwzględna, moduł);długość (wartość bezwzględna, moduł);

b)b) kierunek, tj. prosta na której wektor leży;kierunek, tj. prosta na której wektor leży;

c)c) zwrot;zwrot;

d)d) punkt przyłożenia.punkt przyłożenia.
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1. Wektor uczepiony1. Wektor uczepiony
–– czyli związany z konkretnym punktem    czyli związany z konkretnym punktem    

((posiadaposiada cechycechy a,a, bb, c, d);, c, d);

W zależności od potrzeb wektory klasyfikujemy W zależności od potrzeb wektory klasyfikujemy 
w 3w 3--ech grupach:ech grupach:

A
a

2. Wektor ślizgaj ący si ę2. Wektor ślizgaj ący si ę
– związany z określoną prostą w przestrzeni,  

lecz bez konkretnego punktu zaczepienia;  
(posiada cechy a, b, c).

a

a
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3. Wektor swobodny3. Wektor swobodny
-- wektor taki posiada określony kierunek, zwrot, wektor taki posiada określony kierunek, zwrot, 
natomiast nie posiada konkretnego punktu natomiast nie posiada konkretnego punktu 
zaczepienia. Pozostaje stale równoległy do zaczepienia. Pozostaje stale równoległy do 
określonej prostej w przestrzeni;określonej prostej w przestrzeni;

(posiada cechy a, b, c). (posiada cechy a, b, c). 

Często ma zastosowanie w rozważaniach Często ma zastosowanie w rozważaniach 
teoretycznych.teoretycznych.

2. WEKTOR I OŚ
OsiąOsią -- nazywamy prostą na której został nazywamy prostą na której został 

ustalony zwrot, punkt ustalony zwrot, punkt OO zwany zerowym oraz zwany zerowym oraz 
ustalono odcinek jednostkowy.ustalono odcinek jednostkowy.

WersoremWersorem osi osi xx - nazywamy wektor  
współliniowy z tą osią, posiadający długość 
jednostkową i zwrot zgodny z dodatnim  
zwrotem osi.

Liczby 3, -2, … itd. nazywamy miarami wektora 
względem osi.

xi ab
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Miarą wektoraMiarą wektora względem osi względem osi xx nazywamy nazywamy 
liczbę wyrażającą długość wektora  wyrażoną w liczbę wyrażającą długość wektora  wyrażoną w 
przyjętych jednostkach, przy czym liczba ta jest przyjętych jednostkach, przy czym liczba ta jest 
dodatnia kiedy zwrot wektora jest zgodny ze dodatnia kiedy zwrot wektora jest zgodny ze 
zwrotem osi, a ujemna kiedy zwrot wektora jest zwrotem osi, a ujemna kiedy zwrot wektora jest 
przeciwny do zwrotu osi.przeciwny do zwrotu osi.

a

ibia
rrrr

⋅−=⋅= 23

Analityczny zapis wektora jak z powyższych 
zapisów wynika otrzymujemy mnożąc miarę 
wektora względem osi przez wersor tej osi.

-- wektor            jest rzutem wektor            jest rzutem 
wektora        na oś x.wektora        na oś x.

B

B

A

‘ ‘

A

α

0 i x

ABrzBA x=′′ BA ′′
AB.

Jeśli długość wektora         wynosi        , to 
miara rzutu wektora względem osi x będzie 
iloczynem                    .

AB AB

αcos⋅AB

αcos⋅= ABABmrzx
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alboalbo

iABmrzBA x

r
⋅=′′

iABABrzBA x

r
⋅⋅==′′ αcos

Krótsze oznaczenia 
miary rzutu na oś:

xx ABABmrz =

yy ABABmrz =

zz ABABmrz =

- na oś x

- na oś y

- na oś z

jaarz yy
rr ⋅=

kaarz zz

rr ⋅=

iaarz xx
rr ⋅=

iax

r

a
rjay

r

3. DODAWANIE WEKTORÓW
Załóżmy, że mamy wybrany w przestrzeni pewien Załóżmy, że mamy wybrany w przestrzeni pewien 
kartezjański (prostokątny) układ współrzędnych kartezjański (prostokątny) układ współrzędnych OxyzOxyz, tj. , tj. 
układ trzech wzajemnie prostopadłych osi układ trzech wzajemnie prostopadłych osi OxOx, , OyOy i i OzOz..

a

b

c

a

x

y

z

cbaw
rrrr ++=
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Sumą wektorówSumą wektorów nazywamy wektor o nazywamy wektor o 
początku w początku pierwszego wektora i początku w początku pierwszego wektora i 
końcu w końcu ostatniego wektora po końcu w końcu ostatniego wektora po 
uporządkowaniu ich w ten sposób, że początek uporządkowaniu ich w ten sposób, że początek 
następnego wektora pokrywa się z końcem następnego wektora pokrywa się z końcem 
poprzedniego.poprzedniego.

...,, cba
rrr

Analityczny zapis wektora         
swobodnego

3.1.

zyx OAOAOAOA ++=

kji
rrr

,, - wersory osi x, y, z. 

A

A’Ax

Ay

Az
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Niech liczby ax , ay , az oznaczają miary rzutów

aOA
r=

kajaiaaOA zyx

rrrr ++==

wektora na osie x, y, z.

4. ODEJMOWANIE WEKTORÓW
Wektorem przeciwnym do wektora kajaiaa zyx

rrrr ++=
nazywamy wektor kajaiaa zyx

rrrr −−−=−

Różnicą wektorów i       nazywamy sumę 
wektorów       i wektora przeciwnego do wektora      , 
tj.        .

a
r

b
r

a
r

b
r

b
r

−

aa

b-b

-b )( baba
rrrr −+=−
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Analityczny zapis wektora         
uczepionego

4.1.

x

y

z

B(x  , y  , z  )

A(x  , y  , z  )

x
x

B

B

A

A

A A

B B

B

‘

‘

A
ABx= xB - xA
ABy= yB - yA
ABz= zB - zA

Analityczny zapis wektora o danych współrzędnych 
jego początku i końca wyraża się wzorem:

kzzjyyixxAB ABABAB

rrr
⋅−+⋅−+⋅−= )()()(
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5. MNOŻENIE SKALARNE 5. MNOŻENIE SKALARNE 
WEKTORÓWWEKTORÓW

Iloczyn skalarnyIloczyn skalarny dwóch wektorów jest skalarem i 
wyraża się wzorem:

),cos( bababa
rrrrrr ⋅⋅=⋅ (1*) 

0=⋅ ba
rr ba

rr ⊥wtedy, gdy wektor 

b

ba
amrzbamrzba

a

ba
bmrzabmrzba

bb

aa

r

rr
rrrrr

r

rrrrrrr

rr

rr

⋅=⇒⋅=⋅

⋅=⇒⋅=⋅

Jeżeli wektory a
r

i b
r

dane są w zapisie analitycznym

kajaiaa zyx

rrrr ++=
kbjbibb zyx

rrrr
++=

to wykazać można, że iloczyn skalarny wyraża się wzorem:

zzyyxx babababa ⋅+⋅+⋅=⋅
rr

(2*) 
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Kąt mi ędzy wektorami5.1.

Ze wzoru (1*) wynika, że 

ba

bababa

ba

ba
ba zzyyxx

rrrr

rrrr

⋅

⋅+⋅+⋅
=

⋅
⋅=),cos(

gdzie: 

222222 ; zyxzyx bbbbaaaa ++=++=
rr

6.  ILOCZYN WEKTOROWY 6.  ILOCZYN WEKTOROWY 
DWÓCH WEKTORÓWDWÓCH WEKTORÓW

Iloczynem wektorowymIloczynem wektorowym wektorów       i      nazywamy 
taki wektor                  , który:

1) ma długość równą iloczynowi długości obu  
wektorów i sinusa kąta między nimi zawartego

a
r

b
r

bac
rrr ×=

),sin( bababac
rrrrrrr ⋅⋅=×=

2) jest prostopadły do obu wektorów: ac
rr ⊥ bc

rr ⊥

3) zwrot wektora wyznacza ruch postępowy śruby 
prawoskrętnej przy obrocie o najmniejszy kąt od  
wektora      do wektora        (obrót ten jest prawy). 

i 

a
r

b
r
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a

b

c

O

nemuzakreskowapoluc =r

baab

baab
rrrr

rrrr

×−=×

×≠×

- wynika to z  
niezmienności 1) i 2) 
cechy definicyjnej 
wektora c

r

Iloczyn wektorowy dwóch wektorów równoległych 
jest równy zero – wynika to z pierwszej cechy 
definicyjnej.

Wykazać można, że jeżeli wektory       i  
zapisane są analitycznie:

a
r

b
r

kajaiaa zyx

rrrr ++=
kbjbibb zyx

rrrr
++=

to analitycznie: 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

c

rrr

r =

albo: 

kcjcic

kabbajabbaiabbac

zyx

c

yxyx

c

zxzx

c

zyzy

xyx

rrr

r

4434421

r

44 344 21

r

4434421

r

⋅+⋅+⋅=

=⋅−+⋅−−⋅−= )()()(
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7.  7.  MOMENT WEKTORA WZGLĘDEM PUNKTUMOMENT WEKTORA WZGLĘDEM PUNKTU

B

A

O

Mom   ABO

Moment wektoraMoment wektora

AB

wzglwzglęędem punktudem punktu O równa się

ABOA×

ABOAABMomO ×=

AB

Momentem wektora         względem punktu O nazywamy iloczyn 
wektorowy wektora o początku w punkcie O i końcu w początku 
danego wektora i tego wektora. 

iloczynowi wektorowemu

Moment wektora względem punktu posiada pewną 
interesującą własność, którą można zapisać w następujące 
twierdzenie:

Moment wektora względem punktu nie zmieni się, 
jeżeli zamiast punktu A będącego końcem wektora      

weźmiemy jakikolwiek inny punkt C leżący na 
prostej wyznaczonej przez wektor       .

B

C

Kr

A

0

ABOCABOAABMomO ×=×=

OA
AB
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Dowód:

B

C

Kr

A

0
CAOCOA

ABOAABMomO

+=

×=

czyli:

ABOCABCAABOCABCAOCABMom

ABCAponieważ
sięrówna

O ×=×+×=×+= 43421

||
0

)(

Wobec dowolności wyboru punktu C może nim być punkt K,
gdzie wektor ABOK ⊥
Wtedy

ABrABOKABOKABMomO ⋅=⋅⋅=×=
2

sin
π

8.  MOMENT WEKTORA WZGLĘDEM OSI8.  MOMENT WEKTORA WZGLĘDEM OSI

Definicja:Definicja:
Momentem wektora względem osi nazywamy rzut 
na tę oś momentu wektora względem dowolnego 
punktu na niej leżącego

)( ABMomrzABMom Oll =

0’

0

01

1

A

Π       l

l

A’

BKa)

b)

K

B’r
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0’

0

01

1

A

Π       l

l

A’

BKa)

b)

K

B’r

BAMomABMoml ′′= ′0

Zapis pokazany na rysunku w części b) jest jednym 
ze sposobów obliczania momentu wektora 
względem osi – czyli 

BArABMoml ′′⋅=

Wobec dowolności wyboru punktu O na osi l
może zachodzić wątpliwość czy moment wektora    

względem osi l zdefiniowany jest w sposób 
jednoznaczny.
Wątpliwość tę usuwa następujące twierdzenie:

AB

ABMomconstOKrzABMom lill ===

Dowód: patrz J.Kwiatkowski „Statyka ogólna”.



16

0

0

A

A

l

l

B

B

K

K

0

||

=→⊥ OKrzlOK

lAB

l

0=

∏⊥⊥

OKrz

lOK

l

AB i l mają punkt wspólny 

Powyższe dwa rysunki s ą skrótowym przedstawieniem faktu, że moment 
wektora wzgl ędem osi jest równy zeru w dwóch przypadkach:
1)  wektor i o ś są równoległe,
2)  wektor i o ś mają punkt wspólny.

CD
AB

Przy obliczaniu momentu wektora         względem osi 
wyznaczonej przez wektor        postępujemy następująco:

1.1. Oś l zapisujemy analitycznie

B(x  , y  , z  )

A(x  , y  , z  )

B

A A A

B B

l

kzzjyyixxAB ABABAB

rrr
⋅−+⋅−+⋅−= )()()(
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CD AB
CD

AB

2.2. Moment wektora        względem prostej         równa 
się rzutowi momentu wektora         względem punktu 
A, który jest początkiem wektora        .

OKrzCDACrzCDMomrzCDMom
ABABAABAB

=×== )()(

C

A=0

l
D

B

K

3.3. Dokonujemy rzutowania wektora                        
na wektor        .

4.4. Dokonujemy zapisu analitycznego momentu 
wektora          względem osi:

CDACOK ×=
AB

CD

0)( ABOKmrzCDMommrzCDMom
ABAABAB

⋅==

gdzie:

AB

AB
AB =0 - wersor osi wyznaczonej 

przez wektor AB


