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Metoda Objetosci Skonczonych

Metoda Objetosci Skonczonych — metoda polegajaca na wykonywaniu
bilansow powierzchniowych 1 objetosciowych dowolnych ekstensywnych
wielko$ci fizycznych, w oparciu o wczesniej zdefiniowang przestrzenng
siatke dyskretna.

/.astosowania:

* przeplywy wewnetrzne 1 zewnetrzne

* przeplywy stacjonarne i niestacjonarne

* przeplywy newtonowskie 1 nienewtonowskie
* przeplywy laminarne i turbulentne

* przeplywy jedno i wielosktadnikowe

* mieszaniny homogeniczne 1 niehomogeniczne



Metoda Objetosci Skonczonych

Objetosc¢ skoniczona (ang. Control Volume, CV) — elementarna objetos¢
V otoczona zamknieta powlerzchnia S, dla ktorej budowane sa globalne
rownania zachowawcze plynu (bilansowe, transportu), np. rownanie
bilansu masy, pedu czy energil.
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Metoda Objetosci Skonczonych

Strumien — wielko$¢ wektorowa definiowana jako iloczyn dowolnej

ekstensywnej wielkoSct fizycznej (®), np. masy, pedu czy energii, oraz
predkosct przeplywu w kierunku prostopadlym do powierzchni.

d=p,pv,pe,...

- bilansowana wielko$¢ ekstensywna (zalezna od masy) [...]

- predkosé [m/s]

S <l»®

- wersor normalny do powierzchni [-]



Bilanse MOS

Bilans powierzchniowy jest to bilans opisujacy zmiange wartoscl
dowolnej wielkoS$ct ekstensywnej w czasie, na drodze wymiany strumient
tej wielkosct migdzy objetoscia skoniczona a jej otoczeniem.




Bilanse MOS

Bilans objetosciowy jest to bilans opisujacy zmiane warto$ci dowolnej
wielko$ci ekstensywnej w czaste, na skutek dziatania zrédet tej wielkosci,
istniejacych wewnatrz objetosci skonczone;.




Bilanse MOS — analogie...

Jak policzy¢ liczbe mieszkancow Olsztyna
Oddzielnie dla kazdego dnia w roku?



Uktad rownan bilansowych (zachowawczych)

O | =] (@v-7i)ds

=1, (@)ar

Zastosowanie bilansowania powierzchniowego 1
objetosciowego na objetosci skonczonej prowadzi do
uzyskania gtéwnego ukladu rownan bilansowych

(jest to uklad dla przeplywu jednosktadnikowego):

Rownanie Bilansu Masy (RBM): %
Réwnanie Bilansu Pedu (RBP): <

0
ot
0

[

Roéwnanie Bilansu Energii (RBE):

p+div(pv)=0

- —

(pi}’)+div(pvv):div(—pI+(€)+p§p

p (p e)+div(pei5):div((—pI+¥)§+Z]’)+pse



Rownanie Bilansu Masy

rozwazamy  zmiang
m=p V masy w  objgtosci
skoficzone] w czasie
m—= f % P av zakladamy  przyrost
czynnika sprawczego
dm d op " » (ci$nienia) —  plyn
J‘ dV = fV P 714 ulegnie Sci$nigciu 1
dt 4 powstanie ,,luz”

dm f lay? .
= YA . jest uzupelniany
Py ) ds z zewnatrz poprzez
strumien doplywajacy
do  srodka  przez

ap V-n — 1 Y . .
fV Py dV—_fS(pV-n)dS;—fV le(p V)dV powierzchnie

\
\
AN
S

tw. Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego

ap

Y +div(pv)=0

- rownanie bilansu masy ptynu jednosktadnikowego




Fizyczny sens dywergencji predkosci

Obliczmy pochodng iloczynu funkcijt:

o o\ 0 }) L N symbol nabla jest
a—? +V <p % ) == a—? +V (p v ) +V ( P V) wygodniejszy w interpretacji
op oy_0p -
——+V(p¥)=—"+p V(¥)+3V(p)
ot ot = 4 4
operator nabla na polu operator nabla na polu
wektorowym daje ,,div”’ skalarnym daje ,,grad”

+pdiv (3)+7 grad (p)=0

rozpiszmy ten czton

94V (p7) =22

ot



Fizyczny sens dywergencji predkosci

W uktadzie kartezjanskim:

- V:('?x
0t
op, Op,  Op_ _ 0p, .. (o
+ + + +o0d =0
8t V’“ﬁx Vyﬁy Vzﬁz p 1V<V) // < Vy:%;/
5 Aa Aa Aa 0z
P,O0x0dp 0yaodp K 0z 0p G \_ VZZE
o ot ox 010y o 0, PAV()=0
o %
4
4 L
pochod.na dp (=) . L ___l dp
catkowita i +pd1V(V>—O lub le(V)— 0 /




Fizyczny sens dywergencji predkosci

_ d ~— pochodna iloczynu funkcji (p V)
4 =4 (o)
dt ///
d dV — zaktadamy, Ze plyn jest
(p V ) =V ap +p—— “ niescisliwy, woéwczas nie moze
dt dt by¢ zmian masy w czasie
dVv - - -
p——=0
dt
P dt dywergencja pola predkosci
jest miara szybko$§¢ zmian
objetosci wlasciwej ptynu
podczas jego ruchu
1 d . -\ - N
— ——=div(Vv e (=) 1 d P ¢
a =) div (7)=—5 22 (%)




Réwnanie Bilansu Pedu

\\\ e g \ \
- | ‘—> )
p=my m= fV pdV
- - rozwazamy zmiang pedu w
dV=F +F objetosci skoficzonej w czasie
S 4 1 J

ﬁS:fS (fs-ﬁ)dS: S (;-ﬁ)dS - sily powierzchniowe
J

= , (pr)dV - sily masowe
]? - jednostkowa sita powierzchniowa [N/m?|
S

f - jednostkowa sita masowa [N/kg]
v



Réwnanie Bilansu Pedu

d
7 (p/ )dV = f

TizdS+f “lfﬂ

tw. Transportu Reynoldsa
ﬂ

0
V@A

T 7 dS+f o f))dr

tw. Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego

AN

|
pv)av+] (pvv-n)ds=]

/

9 3

IV%(pv)dVﬁVdiv(pw)dV:fVdiv(Z")dVﬁV(pr)dV

catkowity tensor naprezen:

T=—p[+¥\‘J



Réwnanie Bilansu Pedu

%(p?}ﬂdiv(pi’z?):div(—p [+1:)+pr
T=T +T +...
tensor naprezen lepkich A ‘ _ tensor naprezen turbulentnych

%<pv>+div(pw)=div(—p1+?+?+---)+p%
lub: pS_;):p]?V
%<pv)+div(pw+p 1)=div(¥’+?+...)+p§p \

stosujemy ogolny

- rownanie bilansu pedu plynu jednosktadnikowego symbol zrodet



Réwnanie Bilansu Pedu

DV, vz 0V DU ! l 3p
Bh T TR 50k
0%, 0%, 0%,
—I—v( Ox? i oxA T 02?2 )

Rys. 6-5. Rozklad napreienia na elemencie réwnoleglosciennym
plynu lepkiego

Wyprowadzenie réwnania Naviera-Stokesa
zajmuje wraz z opisami 9 stron!

Walden H., Stasiak J.: Mechanika cieczy 1 gazé6w w inzynierit sanitarnej. ARKADY, Warszawa 1971



Rownanie Hydrostatyki

—>

%(p?ﬁdiv(pﬁ):div(—p]+?+?+... +ps,

Zalozenie: plyn pozostaje w spoczynku v=0

O:—grad(p)+p§p

Dla calej masy plynu: O:—gmd(p)+pF ﬁ:S_"p
] pa o .
5 g]ﬁad ( p ) =F - réwnanie hydrostatyki

dla ﬁ =0 gmd (p ) =0 - prawo Pascala




Rownanie Bilansu Energii

-2
pv
Vv ( 7 dv - energia kinetyczna
(p U ) adVv - energia wewnetrzna
v
)
p_V +pu adV - energia catkowita
2
{;2
- odzie: = —+
V(pe)dV gdzie: € > u
( 0 8) dV rozwazamy zmiang energii w
4 objetosci skonczonej w czasie



Rownanie Bilansu Energii

dE - o
—L +L .+ QS + QV stosujemy I Zasade Termodynamiki
dt

praca sit powierzchniowych

praca sit objetosciowych (masowych)

cieplo zrodet dziatajacych wewnatrz objetosct Q y— Jl v ( Pqg V) dV



Rownanie Bilansu Energii

L f (pelav=[,(Toalas+[ (07 7,)av+f [ao7)ds+ ], (pa,)av
( X >
‘\\ \\ ransportu Reynoldsa /
>; \\\\‘ \‘SV Transportu Reynold ///

-[V Ot (p 6) dV + S (p ev n) dS=... / tw. Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego
v P

—|peldV+| divipev|dV=...
V@al‘ V

...:fVdiv(;v)dmfy(pvfy)dmfydiv(as)dme(qu)dV



Rownanie Bilansu Energii

aét [pel+div(pev)= le(H ) (DVfV)+dlv(qS) (qu)

%(pe%div(pe\?):div TV|+q, +p(qV+§fV) z;ﬁgfgégfflny
o o o /
T=T +T'+.. s .
Go=Gtgs+... pse:p(QV+VfV)
%(pe)+div(pe17):div (—p[+¥’+?+.... VG +G . |+ps,

- rownanie bilansu energii plynu jednosktadnikowego



Ogdlna postac rownan bilansowych

bilans masy: % p+div(pV)=0

bilans pedu: 8at (pV)+div(pvv)= dzv( p[+r +T'+. )+p§p
> >
bilans energi: %(p e)+div(peV)=div ( p[+?+? +.. )§+q_'SZ+q_’SZ+...]+pSe

/%d)wﬁv(;b?):RHS\

Czton nieodwracalny
(dyfuzja, dyssypacija,
zrodta i inne.)

Czton odwracalny

Czton czasowy (konwekcyjny)




Ilustracja cztonow rownan bilansowych

| X | X | X
P s '
a
A~
.
/\ X_ / \ X / \x>
P Py P
/\

- konwekcja - dyfuzja - zrodlo




Kartezjanska postac rownan bilansowych

bilans masy: %p+%(pvx)+%(pvy)+£(pvz)=0
bilans pedu: %(pvx)+a%(pvxvx+6i,-p)+%(pvxvy)+£(pvxvz)=
T (T (e e ()+ps,
S v )+ 2oy, v )t 2oy, v, +8, )+ (v, )=
ST (S () e,
S ov )+ o)+ (0w )+ (pv.. +8, p)=
L)+ Lo,
bilans energi: %<p€)+a_i<phvx)+%(phvy)+£(phvz):
a_ax(chxVx+T)Ccyvy+chzvz+qx)+%(Tixvx—i_T)C/yVy—i_Tj/zvz_l_qy)_l_

a c c c
E(szvx_l_—rzy Vy+Tszz+qz)+ s,



Kartezjanska postac rownan bilansowych

bilans masy:

bilans pedn.:

bilans energie:

% p +a—i(pvx)+%(p vy)+£(pvz +0
o2 (v, 48, p)+ - (ov,r )+ (pv.v)
EPA A e GO el L L
lov T 0w,y )+ Lolov v 48, )+ (pv,v. )=
%(T;H%(T;H%(T;H—psby
S o tovv )+ 2 (ovv)+ 2 (pv.v.+8, p)=
aix<Tgx)+5—5y (T )+ (T bs,,
Sl (ohv )+ L (ohv )+ 2 (0 hv.)F
a—ax (T v, +T§yvy+T§ZvZ—|—qx)—l—% (T, FT, v +T v +q )+
O (¢ v+t v, +Tov, g |4

0z

pPS,




Zachowawcza postac rOwnan bilansowych

( \ [ ( \
p pV, PV, pv.
pVv, pv. v + pv. v PV Vv,
ol e Pl o e i
Py PV, Oxl PViVe | ay<pvyvy+p> 62< pv,v, }
va pvzvx pvzvy pvzvz+p
pe phv, phv, phv,_
\ [
f 0 | 0 0 )
TC TC TC
XX Xy Xz
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢
Ox RS R T 0z s
T T T
zx zy zz
kTixvx—l—T;xvy—i—TngZ—l-qx) Tiyvx-l-’rfvyvy-l—“rzyvz—qu chzvx—l—T;Zvy—l—T;vZ-l—qZ)

)

\

0

P S px
(P Syt
P Sy,
pe

do i=1,n

R L]

end do




Zachowawcza postac rOwnan bilansowych

Foooo 0 F, .
pvx pvy pVZ
V. v + \VRY; R
-+ BN +2 fvx-lT +9 pvxvz
ax pvyvx > ay p Yoy p aZ< p y 'z
phv, phv, phv,
\ ) k k
| ( 0 \ (
TC
Xy
0 ¢ 0
+-Z +-Z
oy T oz
T,
kTiny+T;yvy+T§yvz+qy) |

prx
P Sy b
prZ
| P€

S

FV

z

C C C
szvx—I—TyZvy—I—Tzsz—I—qz




Zachowawcza postac rOwnan bilansowych

0 0 0 O  — 0 v, O v, O v
—~—U+—F +——F +—F =—=—F +—F +—=—F_+8§
ot ox * oJdy ¥ 0z ° ox ' oy Y 0Oz °

\ﬁ/—/ \_v_/

czton czasowy czton konwekcyjny czton dyfuzyjny zrodia

odzie:
U — wektor zmiennych zachowawczych (podstawowych),

F — wektor konwekcyjny, odpowiedzialny za zmiang wielkosci bilansowanej wynikla z ruchu plynu
(jest to odwracalna czg$¢ energii),

FY — wektor dyfuzyjny, odpowiedzialne za zmiang¢ wielkosci bilansowanej wynikly z faktu istnienia
lepkosci, turbulencji, dyfuzji i innych (sq to straty niecodwracalne zamieniane w cieplo),

S — wektor zrodlowy, odpowiedzialny za zmiang wielkosci bilansowej wynikla z przemian fazowych
i/lub reakcji chemicznych.



Zachowawcza postac rOwnan bilansowych

aU+5F+aF+aF:aF+aF+5F§+S

Ot 00X Oy Oz 00X Oy 0z
- —
czlon czasowy czlon konwekeyjny czlon dyfuzyjny zrédla
T~ _ v YV v v
F=F +F +F, F'=F +F +F,
JU+VE=VF'+S » Yy,
Ot
lub ogolne rownanie
a termomechaniki
U +div F div F +S przeplywow plynow

Ot jednosktadnikowych



Catkowa postac rownan bilansowych

%U—I—div]?:divﬁv—FS

Catkowanie w przestrzeni 3D:

% (U)av+ [ (aivF)as=[ (aivF*)ds+ [ (s)av

V (= np. dxdydg) — objetos¢, S — pole powierzchni.

Caltkowanie w przestrzeni 2D:

% (4)dA+ ] (div F)di= [ (div F*)dl+ [ (S)d4

A (= np. dxdy) — pole powierzchni, 1 — obwod.



Catkowa postac rownan bilansowych

Efektem rozpisania bilanséw dla konkretnego
ukladu wspotrzednych jest macierz pasmowa
(uktad réwnan lintowych do rozwiazania)

i,]

[ (w9

4
s = ) &7,
k=1

ny



Domknigcie

Domknigcie jest to model matematyczny opisujacy jednostkowe zjawisko
lub proces, uzupelniajacy podstawowy uklad réwnan bilansowych.
Przykladami domknig¢ moga by¢ wzory na tensor naprezen lepkich,
tensor naprezen turbulentnych, strumien ciepla, sity masowe itp.

— >

1{p,§,p,r(r +?+...),§p,e,_q’s(_q’ls,_q';, ), s, )

\

~— niewiadomych jest znacznie wiecej niz réwnan



Rodzaje rownan w MOS

rownania bilansowe (transportu) — opisuja one bilans pewnej wielkosci
na poziomie makrostruktury (w obszarze pojedyncze; komorki siatki).
Przykladami sa rownania transportu masy, pedu, energii, entropil.

rownania ewolucji — opisujq one bilans pewnej wielkosci na poziomie
mikrostruktury (w obszarze pojedynczej komorki siatki) 1 stanowig
zazwycza) uzupelnienie podstawowego ukfadu réwnan. Przyktadami
moga by¢ rownania ewolucji energii turbulencjt, stopnia jej dyssypacji,
WIrOWOSCl1 czy tez intermitencii.

rownanie kinematyki — opisuje wlasnosci kinematyczne plynu, w
szczegolnosci tzw. tensor predkosct deformacit elementu plynu.




Rodzaje rownan w MOS

* rOwnania konstytutywne — opisuja wilasciwosci plynu. Generalnie
rozroznia si¢ cztery rodzaje roéwnan konstytutywnych:

* rOwnanie stanu — opisuja zaleznosci pomiedzy podstawowymi
parametrami termodynamicznymi (np. row. Clapeyrona czy tez row.
Van der Waalsa),

e domknigcie na tensory naprezen lepkich i turbulentnych — zawieraja
modele plynéw oraz modele turbulencji,

* domkniecie na wektor zrodel — opisuja dodatkowe zjawiska
wystepujace wewnatrz objetosci skoniczonej (sily, generacje masy,
generacj¢ ciepla itp.),

* domkniecia na przeplyw masy i ciepla — opisuja zasady wymiany
masy 1 ciepla pomiedzy poszczegdlnymi skladnikami przeplywu
i/lub otoczeniem.



Rownanie stanu

- ci$nienie bezwzgledne [Pa]

- liczba moli [mol]

- objetos¢ molowa [m’/mol]

- uniwersalna stala gazowa [J/(mol-K)]

I
Qﬂ’;uEYSE

u
Clapeyrona:
- temperatura bezwzgledna [K]
p V=n Ru T - poprawka uwzgledniajaca
przyciaganie czasteczek gazu
van der Waalsa: (a wiec spadek ci$nienia)
2 b - poprawka uwzgledniajaca

p+a: n_2 . ( Vm —n- b) — Ru T objetos¢ wlasng czasteczek
vV

m



Tensor naprezen lepkich

Catkowity tensor naprezen lepkich (w 3D) obejmuje naprezenia normalne

(orientowane tensorem jednostkowym) oraz styczne, zalezne od predkosci
deformacji.

A

A dv, -
! g
T w,=tg o Y | [ 8 Vx
| Ixy — W,
0
Y
P&
4 > > >
a
. 0, T=al+bD
y:
0y - wall Y
>
| - tensor jednostkowy
T - tensor molekularnych naprezen lepkich [ Pa] o
) - tensor predkosci deformacii



Tensor naprezen lepkich

~

ov, 1{O0v, Ov,| 1(0v, Ov,
— + — +
0x 2\0oy ox | 2\0z Ox
_(1) (1) 8 521 8vy+8vx ov, 1 8vy+8vz
0 0 1 2\ 0x Oy oy 2\ 0z Oy
1{0v, Ov,| 1(0v, Ov, oV,
— + — +
2\0x 0z )| 2\0y Oz 0z
oV, 1{0v, Ov,| 1 /avx oV,
— + — +
Lo o 0 X 2\0y 0Ox ) 2\0z Ox
/
0 1 olepll[@ve, v ov, 1oy, ov.
0 0 1 2>8x 8y< Oy 2\0z 0y
1[0v. Ov 1(0v. Ov ov
1 Z+ X 1 Z+ y z
2\0x 0z | 2\0y Oz 0z




Tensor naprezen lepkich

N
, }Ni

. | AN \ 517

\\\\ \8 x

ov, 1(8 v, OV

(o , ﬁvx\ v,

B
;Exx \T\}cy\ Ty, \1 \ 9\8 b |
w T T |E a 1 0]+b|= + >
s I S T os o) 9
= i fav, v 1fav. o
— + — +
2\0x 0z )| 2\0y 0z

Tensory sa sobie réwne, gdy ich $lady (niezmienniki) sg sobie rowne:

ov, 0v, 8\/2)

+tT +T._=3a+b +—+
Tt Tyt e =20 (8x 0y 0z




Tensor naprezen lepkich

X

+—L+
ox 0y 0z

ov, dv, 0v,
T, +7T,+T.=3a+b

Txx+Tyy+TZZ:a+lb (3vx+(3vy+6vz
3 3 \ox 0dy o0z
~ / - - /
—p div(v)
| _ |
—p=a+§bdlv(v) >~ a——p—gbdlv

WZér na Wspélczynnlk a /

(v)



Tensor naprezen lepkich

a czemu si¢ rowna wspotczynnik b? Txy
ov, 1 oV, Gv 1/8\/ +8vz\
0Xx 2 8y 0x/ 2\ 0z Ox
e L P B P
T=alo 1 0+b L2V , 119y, cv
0 0 1 2>8x 8y< 0y 2\0z 0y
1[0V 8\/ 1{0v. Ov, oV,
2\8)6 0z | 2\0y Oz 0z
avx Vy:O avx 1 aVx h=2
: > - > —
T W, dy W 0y 216y W,



Tensor naprezen lepkich

/

a:—p—%bﬁvb)

T=al+bD = <
o ) o o g b=2y,
T:(—p—guldiv(v))]+2u,D
e L __ 2 ,
T:—p[—guﬂmdﬁl+2w[) - k—_EMﬁMI
- - 2 NN
T:—p]+2MJ}~§WdW(W]+MZmvbﬂ[

"

-

T:—pl+ﬂ




Tensor naprezen turbulentnych

] - 2 . - - " 4. - - .
T =2 U, D —§ Mlle <V) I +Mlle (V) I - tensor naprezen lepkich
“t _ - 2 . - - " g - - L
T =2 U, D—— W, div (V ) I+ U, div (V ) I - tensor naprezen turbulentnych
3 (w ujectu RANS):
D - tensor predkosci deformacji [m/s]
Ji - tensor jednostkowy [-]
W - wspolezynnik lepkosci dynamicznej (wielko$é fizyczna) [Pa-s]

W, - wspotczynnik lepkosci turbulentnej (wielko$¢ niefizyczna) [Pa-s]



Strumienie ciepta

qg= A | grad (T ) — grad (T) - molekularny strumien ciepta
Pr
l
>t _ Cp Mt <, s
qg= }\‘t grad (T) — grad ( T) - turbulentny strumien ciepla
Pr, (w ujeciu RANS):
Cp - ciepto wlasciwe [J/ (kg K)]

- wspotczynnik lepko$ci dynamicznej [Pa-s]
M / - laminarny wspotczynnik przewodnosci cieplnej [W/ (m-K)]

7\'t - turbulentny wspdlczynnik przewodnosci cieplnej [W/ (m-K)]



Z16dta

W
|
I+
Q

- zrodlo pedu

8 - przyspieszenie ziemskie [m/s?]
(znak zalezy od przyjetego uktadu

wspolrzednych).
x
Pressure Gravity
Operating Pressure (pascal) ¥ Gravity v
I 101325 ﬂ Gravitational Acceleration o
Reference Pressure Location X {m/s2) 0 ﬂ T Z
X
(m} i) H Y [mfsE} -3.81 ﬂ
Y{ml fo Z(mis2) [ : :
il il W modelach CFD orientacje¢
Z(m) g . .
Bl | || variable-Density Parameters przestrzenna obiektu ustala si¢
BEe: o Tien Ty na podstawie sktadowych

wektora przyspieszenia!
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