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Co to jest domknięcie?

s⃗b=? se=?
τ
↔
=? q⃗=? p=?

Domknięcie – jest to model matematyczny opisujący jednostkowe zjawisko lub 
proces, uzupełniający podstawowy układ równań bilansowych. 

Równanie Bilansu Masy (RBM):

Równanie Bilansu Pędu (RBP):

Równanie Bilansu Energii (RBE):
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∂ t
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↔

+ τ
↔
) v⃗+q⃗)+ρ se



Metody definiowania domknięć

wybór opcji dostępnej w programie

dopisanie własnej funkcji

modyfikacja istniejącej funkcji

kod musi być otwarty albo posiadać 
mechanizm definiowania funkcji użytkownika 
(ANSYS: User Defined Functions, UDF)

kod musi być otwarty 

kod może być otwarty lub zamknięty



Przykłady

1. Modelowanie fontannowej suszarki do ziarna
(fluidyzacja)

2. Współczynniki równania Forchheimera
(przepływ płynu przez ośrodki porowate)

3. Postać równania Kozeny-Carmana
(przepływ płynu przez ośrodki porowate)

2,3)

1)



Przykład nr 1
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1 – komora suszarnicza
2 – wentylator
3 – zawór regulacyjny
4 – nagrzewnica powietrza
5 – złoże
6 – anemometr
7 – czujniki temperatury
8 – czujnik wilgotności
PID – system kontroli temperatury

7

PID

1
0
0
0

2
5
5

f170

f66

f38

Szczegóły dostępne są w cyklu publikacji wydanych w czasopiśmie Drying Technology w latach 2008-2014.
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∂
∂ t

(αqρq hq)+div (αqρq hq v⃗ q)=div ( τ
↔

q v⃗q+ q⃗q)+Q+S h , q

∂
∂ t

(αqρq)+div (αqρq v⃗ q)=M +Sm ,q

∂
∂ t

(αqρq v⃗q)+div (αqρq v⃗q v⃗q)=div ( τ
↔

q−αq p I
↔

− ps I
↔

)+ R⃗+ S⃗ F , q

faza ciągła (tu: powietrze) faza rozproszona (tu: ziarno jęczmienia)

równanie bilansu masy

równanie bilansu pędu

równanie bilansu energii

równanie bilansu masy

równanie bilansu pędu

równanie bilansu energii

interakcje

interakcje

interakcje

Model (Eulerian Multiphase Model)



7EMM & Model Gidaspowa (dla 2 faz)

Model Gidaspowa

f  - fluid
s - solid

R⃗ fs=β fs( v⃗ f− v⃗ s)

- udział objętościowyα

- międzyfazowy współczynnik wymiany pęduβ

R⃗=R⃗ fs+ṁ fs v⃗ fs−ṁsf v⃗ sf

R⃗ fs

v⃗ f

v⃗ sβ fs (Ergun)
α fluid≤0.8=150

αs(1−α f )μ f

α f d s
2 +1.75

ρ f αs|⃗v s− v⃗ f|
d s

β fs (Wen−Yu)
α fluid>0.8 =3

4
C D

αsα f ρ f |⃗v s−v⃗ f|
d s

f C D

cor(α f )

ṁ fs=ṁsf =0założenie:



8Domknięcie 1: współczynnik wymiany pędu

Porównanie wyników dla 
różnych modeli opisujących 
wymianę pędu
(lepkość granularna
w ujęciu Syamlal-O'Brien):

● Syamlal-O'Brien
● Wen-Yu
● di Felice
● Ergun
● Gidaspow
● Ma-Ahmadi
● Foscolo-Gibilaro
● Ishi-Mishima
● ...

 fs

∂
∂ t

(αsρs v⃗ s)+∇(αsρs v⃗ s v⃗ s)=∇ (τ
↔

s−αs p I
↔

− p s I
↔

)+ R⃗+ S⃗ F , s



9Domknięcie 2: lepkość granularna

model Gidaspowa

model Syamlal-O'Brien

μs ,kin

∂
∂ t

(αsρs v⃗ s)+∇(αsρs v⃗ s v⃗ s)=∇ (τ
↔

s−αs p I
↔

− p s I
↔

)+ R⃗+ S⃗ F , s



10Porównanie z eksperymentem

Czerwone linie: 
wysokość fontanny 
zarejestrowana 
w eksperymencie

model Gidaspowa

lepkość granularna 
(2 opcje)
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Porównanie wyników dla 
różnych modeli opisujących 
ciśnienie granulatu
(model Gidaspowa;
lepkość granularna 
w ujęciu Syamlal-O'Brien).

∂
∂ t

(αsρs v⃗ s)+∇(αsρs v⃗ s v⃗ s)=∇ (τ
↔

s−αs p I
↔

− p s I
↔

)+ R⃗+ S⃗ F , s

wysokość fontanny
z eksperymentu
(wartość min. i max.)

Domknięcie 3: ciśnienie granulatu



12Domknięcie 4: funkcja przełączająca

β fs=(1−ϕ fs)βErgun+ϕ fsβWen−Yu

Model Gidaspowa może 
być zmodyfikowany przez 
tzw. funkcję przełączającą.
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β fs= f (d s) β fs= f (φ d s)

dx dy

dz

Do modelu Gidaspowa 
można wprowadzić tzw. 
współczynnik sferyczności
(model Gidaspowa;
lepkość granularna 
w ujęciu Syamlal-O'Brien):

● Krumbein, Pye-Pye
● Sneed & Folk
● Shape Factor
● ...

Domknięcie 5: współczynnik sferyczności



14Domknięcie 6: współczynnik oporu

β fs (Wen−Yu)=
3
4
C D

αsα f ρ f |⃗v s−v⃗ f|
d s

f C D

cor(α f )

ds

D

W modelu Wen-Yu 
trzeba zdefiniować 
współczynnik oporu
(model Gidaspowa;
lepkość granularna 
w ujęciu Syamlal-O'Brien).



15Domknięcie 7: funkcja korekcyjna wsp. oporu

β fs (Wen−Yu)=
3
4
C D

αsα f ρ f |⃗v s−v⃗ f|
d s

f C D

cor(α f )

Funkcja korekcyjna 
uwzględnia istnienie 
innych cząstek
(model Gidaspowa;
lepkość granularna 
w ujęciu Syamlal-O'Brien).
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1. Współczynnik wymiany pędu:
Gidaspow

2. Model lepkości granularnej:
Syamlal-O'Brien

3. Model ciśnienia granulatu:
Lun et al

4. Funkcja przełączająca:
exponential (new)

5. Współczynnik sferyczności:
Shape Factor  (new)

6. Współczynnik oporu:
Schiller-Neumann

7. Funkcja korekcyjna wsp. oporu:
Gidaspow

Model bazowy
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β fs (Wen−Yu)
α fluid>0.8 =3

4
C D

αsα f ρ f |⃗v s−v⃗ f|
φ d s

f C D

cor(α f )

φ=
d y

√d xd z

Model Gidaspowa po korektach:

ϕ fs=
exp [a(αs−b)]
1+exp [a (αs−b)]

Shape Factor

β fs=(1−ϕ fs)βErgun+ϕ fsβWen−Yu

funkcja 
przełączająca

β fs (Ergun)
α fluid≤0.8=150

αs(1−α f )μ f

α f (φ d )s
2 +1.75

ρ f αs|⃗v s− v⃗ f|
φ d s

Model bazowy



18Macierz domknięć

Współczynnik wymiany pędu (8)

Model lepkości granularnej (2)

Model ciśnienia granulatu (3)

Funkcja przełączająca (4)

Współczynnik sferyczności (4)

Współczynnik oporu (15)

Funkcja korekcyjna wsp. oporu (5)

Liczba możliwych kombinacji: 57 600 (!)



19Alternatywne zestawy domknięć



20Alternatywne zestawy domknięć

Aby wybrać lepszy model
trzeba by mieć odpowiednie 
wyniki pomiarów
– tu widoczny jest profil
lokalnej prędkości 
cząstek w wybranym 
przekroju fontanny
(wyniki z modelu num.)



21Alternatywne zestawy domknięć

Aby wybrać lepszy model
trzeba by mieć odpowiednie 
wyniki pomiarów
– tu widoczny jest profil
udziału objętościowego 
fazy granularnej
w wybranym 
przekroju fontanny
(wyniki z modelu num.)



22Przykład nr 2

odcinek pomiarowy

faza płynna

faza stała

dp
dx

= 1κ⋅(μ⋅v⃗ f )+β⋅(ρ⋅v⃗ f
2)

- współczynnik przepuszczalności [m2]κ
- współczynnik Forchheimera [1/m]β

dx

Równanie Forchheimera:
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dla tych samych danych wyniki są inne
(różnią się nawet o 7 rzędów wielkości!)

β=
C E

e0.5
β= b

κa

β=4.8⋅10
12

κ1.176

β=2.33⋅10
10

κ1.2

β=1.15⋅10
6

κ⋅e

β= 5.5⋅10
9

κ5/4⋅e3/4

β=1.82⋅10
8

κ5/4⋅e3 /4
β=8.91⋅10

8⋅τ
κ⋅e

β=6.15⋅10
10

κ1.55

β=1.47⋅10
7

κ0.55β=2.73⋅10
10

κ1.1045

β=1.07⋅10
12⋅e0.449

κ1.88

β=2.49⋅10
11⋅e0.537

κ1.79

β=a⋅b−1/2⋅(10−8⋅κ)−1/2⋅e−3/2

β= 0.005

κ0.5⋅e5.5

β=1.55⋅10
4⋅τ3.35

κ0.98⋅e0.29

β= b

κa⋅ec

β=11500
κ⋅e

β=C1⋅κ
C2⋅eC3⋅τC4

Sobieski W.: The quality of the base knowledge in a research process. In “Scientific researches in the department of mechanics and 
machine design” 2014, 2, 29-47. University of Warmia and Mazury in Olsztyn, Poland (in Polish).

Przykład nr 2
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Y=β⋅X + 1κ

Wartości współczynników 
można wyznaczyć 
rozwiązując zagadnienie 
odwrotne (ale trzeba mieć 
eksperyment).

dp
dx

v⃗ f

κ= f (dpdx , v⃗ f ,ρ(T ) ,μ(T ))
β= f (dpdx , v⃗ f ,ρ(T ) ,μ(T ))

−dp
dx

= 1κ⋅(μ⋅v⃗ f )+β⋅(ρ⋅v⃗ f
2)

−dp
dx

⋅ 1
v⃗ f⋅μ

= 1κ+β⋅(ρ⋅⃗v f
μ )

Y=−dp
dx

⋅ 1
v⃗ f⋅μ

X=
ρ⋅⃗v f
μ

Sobieski W., Trykozko A.: Sensitivity aspects of Forchheimer's approximation. Transport in Porous Media. Vol. 89, No. 2 (2011), pp 
155-164.

Przykład nr 2



25Przykład nr 2

Przykład wykorzystania Forchheimer Plot 
Method do obliczenia współczynników modelu 
na podstawie danych eksperymentalnych 
[Waldemar Duda – eksperyment,
Wojciech Sobieski – obliczenia]
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Równanie Kozeny-Carmana:

dp
dx

=???

Przykład nr 3

faza płynna

faza stała

dx

odcinek pomiarowy
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dp
dx

=C KC⋅τ f⋅S 0
2⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

Sobieski W.: The quality of the base knowledge in a research process. In “Scientific researches in the department of mechanics and 
machine design” 2014, 2, 29-47. University of Warmia and Mazury in Olsztyn, Poland (in Polish).

dp
dx

=
S 0

C KC⋅τ
⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=C KC⋅S 0
2⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=C KC⋅
(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=C KC⋅d
2⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=C KC⋅
(1−e)2

d 2⋅e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=C KC⋅
(1−e)2

R2⋅e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

= s2

C KC⋅τ
⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

= 1
ρ⋅g

⋅C KC⋅S 0
2⋅(1+e)

2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=ρ
g
⋅C KC⋅S 0

2⋅(1+e)
2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

= 1
ρ⋅g

⋅ 1
C KC

⋅S 0
2⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

dp
dx

=C KC⋅
1

d 2
⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

Przykład nr 3
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Kozeny J.: Über kapillare Leitung des Wassers im Boden. 
Akademie der Wissenschaften in Wien, Sitzungsberichte, Vol. 
136 /2a (1927), pp. 271-306, (in German).

Carman P.C.: Fluid Flow through a Granular Bed. 
Transactions of the Institute of Chemical Engineers, Jubilee 
Supplement, Vol. 75 (1997, original in 1937), pp. 32-48. 

dp
dx

=C KC⋅τ
2⋅S 0,Carman

2 ⋅(1−e)2

e3
⋅(μ⋅v⃗ f )

Przykład nr 3



29Podsumowanie

● W literaturze istnieje wiele wariantów poszczególnych domknięć
● W wielu przypadkach poszczególne domknięcia nie są sobie równoważne
● Co roku liczba domknięć się zwiększa

(praktycznie nie ma możliwości bycia “na bieżąco”)
● W kodach numerycznych dostępne są zazwyczaj tylko wybrane domknięcia
● Domknięcia domyślne stosowane w kodach numerycznych są 

zazwyczaj najbardziej popularne (rzadko szuka się innych możliwości)
● Aby ocenić stan wiedzy należałoby zawsze zebrać możliwie jak najwięcej 

domknięć i wszystkie je przetestować (zabiera to mnóstwo czasu)
● W praktyce nadal nie jest możliwe dobre przewidywanie 

zachowania się układów przepływowych bez badań eksperymentalnych



Podsumowanie

Zagadnienia:

Co to jest domknięcie, metody definiowania domknięć, modelowanie 
fontannowej suszarki do ziarna (współczynnik wymiany pędu, lepkość 
granularna, ciśnienie granulatu, funkcja przełączająca, współczynnik 
sferyczności, współczynnik oporu, funkcja korekcyjna wsp. oporu), 
model bazowy, macierz domknięć, alternatywne zestawy domknięć, 
modelowanie przepływu przez ośrodek porowaty (współczynnik 
przepuszczalności, współczynnik Forchheimera), równanie Kozeny-
Carmana.
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