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Metody numeryczne w mechanice

Metody numeryczne w Mechanice Plynow (siatkowe i1 bezsiatkowe):

* metody siatkowe:
* Metoda Réznic Skonczonych (Finite Difference Method)
* Metoda Elementéw Skoniczonych (Finite Element Method)
* Metoda Objetosci Skonczonych (Finite Volume Method)
* Metoda Zanurzonego Brzegu (Immersed Boundary Method)
* Metoda gazu sieciowego Boltzmanna (Lattice Boltzmann Method)
* metody bezsiatkowe:
* Metoda Elementéw Dyskretnych (Discrete Element Method)
* Metoda Elementéw Brzegowych (Boundary Element Method)
* Metoda Czastek Wygladzonych (Smoothed Particle Hydrodynamics)
* metody hybrydowe: -
* Metoda Czastek w Siatce (Particle/Fluid in Cell Model)

Computational Fluid Dynamics (CFD).




Metoda Réznic Skonczonych

Dyskretyzacja — zamiana funkcji ciaglej na funkcje okreslona jedynie
w wybranym zbiorze argumentow (najczesciej o elementach roztozonych
regularnie).

W metodach numerycznych dyskretyzacji podlega przestrzen oraz czas.

> o &6 &6 o6 o >

Zamiana jednowymiarowego ukladu cigglego na uktad dyskretny (centralny wzgledem wezla)
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Metoda Réznic Skonczonych

Program Siatka - Wojciech Sobieski

pracy:

reczne podawanie parametrow zadania

odczyt parametrow zadania z pliku

przyklad siadki z parametrami domyslnymi

zapis animacji do plikow graficznych (odczyt parametrow z pliku)
wyjscie

Hybor: o

GridMaker
Fortran + Gnuplot




Metoda Réznic Skonczonych

Metoda Réznic Skonczonych — metoda polegajaca na przyblizeniu
pochodnej funkcji poprzez skoniczone réznice, w oparciu o wcezesnie]
zdetiniowana przestrzenng siatke dyskretna.

Wzory roznicowe (zwane najczesciej schematami réznicowymi) mozna
wyprowadzi¢ badz z zaleznos$ci geometrycznych (graficzna interpretacja
pochodnej) badz z rozwiniecia danej funkcji w szereg Taylora.

> o &6 &6 o6 o >

Zamiana jednowymiarowego ukladu cigglego na uktad dyskretny (centralny wzgledem wezla)



MRS - wzory r6znicowe

Rozwazmy tunkcje {(x) oraz jej pochodna w punkcie P: f(xq).

\\\

Pochodna = tangens kata

/ nachylenia styczne;] w

punkcie — jak to zapisac?




MRS - wzory réznicowe

Rozwazmy funkcje {(x) oraz jej pochodna w punkcie P: f(xo).

A f(XO) / - ////"/;{:/;\ “
B - ’ f <x ot A x) - f ( X 0)
_— S (xg)~
tg(a) Ax
f<xo'|‘A x)_f<xo_A x)

- f (xo) ~ 2A x

f(x)—f(x,—Ax)

f '()Co)N

. A x
X
o >
-1 i i+1
o / tu: siatka weztow 1D




MRS - wzory réznicowe

Druga pochodna funkcjt f(x) w punkcie xo powstanie poprzez trzykrotne
zastosowanie schematu réZnicowego:

, A x Nf(xo+Ax)_f(xo) o Ax Nf(xo)_f<xo_Ax)
S (x,+ > )~ A x f (xo > )~ A x
/ \\
\ f’<xo+ﬁ)_f’(xo_%> Y
I — f < Xo ) ~ B A -
\/\\
4




MRS - wzory réznicowe

Rozwinigcie funkeji £(x) w szereg Taylora (,,w przod”):

* drugiego rzedu:

o trzeciego rzedu: )
btad dyskretyzacji

f(xo‘|‘A x):;o (AnJ'C)" f<”)(x0)+O(Ax)N= N
:f<x0>+<Ax>f’(xo)+(A2’!c) +<A3’!C) L O(Ax) ‘/




MRS - wzory réznicowe

Rozwinigcie funkcji £(x) w szereg Taylora (,,w tyl”):

* drugiego rzedu:

—Ax :N_O1 A (x,)+0(Ax)" =
(x) <Ax>f'<xo>+<A2’j>2+ oy *
e trzeciego rzedu: N n ot dyskretysach
~Ax) :Z D (x,)+O(Ax)" = R
- £ ~{Ax) £ (x,) <A2’!C>+<A3’f> o <




MRS - wzory réznicowe

Dokladnos¢ rozwigzania:

* pierwsza pochodna:

f(xo+Ax)_f(xo_Ax)N
2A x
fxg+Ax)—f(x,—Ax)
2A x

\'S
-
Q
>
=
A

* druga pochodna:

fxg+Ax)=2 f(x0)+ f(x,—Ax)
(Ax) /

£ (xo+ Ax)=2.f (x0)+ f (xg—Ax) *.
(Ax)

= (x)+0(Ax) T




MRS - wzory réznicowe

Doktadnos¢ schematow opisujacych pierwsza pochodna:

f’z;fwo(m)

ff;f;“ +0(Ax)

f“zl;f:f—l +0(Ax)
Lt 31 o
3 /i~ 4;;;”12 O(A x)

_fi+2+8fi+l_8fi—l+fi—2
12A x

+0(Ax)*

schemat ,,w przéd”

schemat ,,w tyl”

schemat centralny

schemat ,,w przod”

schemat ,,w tyl”

schemat centralny



MRS - wzory réznicowe

Doktadno$¢ schematéw opisujacych druga pochodna:

fz+2_2fl+l+f

( O(A x) schemat ,,w przéd”

(Ax)

fi_zfi_l:-fi_2+0<Ax>2 schemat ,,w tyl”
(Ax)

f i+1 —2 f + f i—1 ) “ ~ schemat centralny

+O(Ax) N
(A x) \
_fi+2+16fi+1_<30];2i+16fil_fi2+O(Ax)4l\\\?Chemat centralny

Ax

doktadnos¢ wyznacza
tzw. rzad metody numerycznej



Przyktad 1 — rownanie falowe

Rownanie falowe — jest to matematyczne rownanie rézniczkowe
czastkowe drugiego rzedu (hiperboliczne), opisujace ruch falowy.
W przestrzeni 2D ma ono postac:

82U(x,y,t)+82U(x,y,t)_ 1 .GZU(x,y,t)

2 2 2 2
00X Oy c ot
U — wychylenie z polozenia réwnowagt [m]
C — predkosé fali [m/s]
X,yY,Z —wspolrzedne w ukladzie kartezjanskim [m]

t — czas [s]



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Przyklad uktadu, w ktorym wystepuje ruch falowy




Przyktad 1 — rownanie falowe

Przed przystapieniem do generacji siatki nalezy okresli¢ rozmiary obszaru
obliczeniowego:

O O
Najprosciej jest wybrac¢ obszar
I o topologii prostokatnej — linie siatki
y beda ortogonalne, a wspolrzedne
wezloéw tatwe do obliczenia.
O O
IX
[ o —dhugosc obszaru w kierunku x [m]

[ y dlugos¢ obszaru w kierunku y [m)]



Przyktad 1 — rownanie falowe

Po okresleniu liczby weztow nalezy wyznaczy¢ krok przestrzenny:

X
/ dx=— dy=—
n, n y
N Jest to dyskretyzacja

centralna wzgledem wezla
" (node-centered scheme)

\\
\
n \

X \
\
\

n,n y — liczba wezlow siatki w kierunku x 1y [-]

dx , dy — krok przestrzenny w kierunku x 1y [-]




Przyktad 1 — rownanie falowe

Nastepnie nalezy zdefiniowac indeksy siatki:

/ A

/W programie komputerowym
1oraz j beda
j+1 zmiennymi calkowitymi
| wykorzystanymi do
| realizacji petli ,,po przestrzeni”.
Istotny jest tu zakres indeksow,
j-1 gdyz rézne jezyki programowania
| domyslnie indeksuja tablice
od 0 lub 1. \

] — licznik weztow siatki w kierunku x (od 1 do n) [-]

j — licznik weztow siatki w kierunku y (od 1 do m) [-]



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Kolejnym krokiem bedzie wyznaczenie
wspotrzednych weztéw siatki:

W takim ujeciu lewy dolny rég obszaru bedzie stanowit punkt

o wspolrzednych (0,0). <

\

Wspolrzedne siatki
mozna zapisa¢ w jedne;
tablicy dwuwymiarowe;

)
lub dwoch wektorach

sx (1)

sy())
Dla siatek ortogonalnych
o stalych krokach dx i dy
mozna skorzystac ze wzoru
(przy zalozenitu, ze wezly
numerowane sg od 1 do n):

sx = (i-1)dx
sy = (-1)dy
/

///



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Po zapisaniu przestrzeni obliczeniowej nalezy zamieni¢ wzory
rozniczkowe na réznicowe — sa to tzw. analogi réznicowe:

rownanie falowe:

82U(x,y,t)+62U(x,y,t): 1 _62U(x,y,t)

ox’ 0y’ ¢’ ot

analog r6znicowy:

A0 o’U Ui, =2Ur 4 UL
2 — S x(5a) U=
A 0x A x°
/”* " 82 U _ U= Ul j+1 2 U —I_ Ul ,j—1
[~ 2 T2 y(5a)Y T A
‘ 0 Y y
\

Analog 5-cio punktowy: wersja A.



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Po zapisaniu przestrzeni obliczeniowej nalezy zamieni¢ wzory
rozniczkowe na réznicowe — sa to tzw. analogi réznicowe:

rOwnanite falowe:
82U(x,y,t)+62U(x,y,t)_ 1 _62U(x,y,t)
ox’ 0y’ ¢’ ot

i
—
o)
o)
o)

analog r6znicowy:

-1 & O @
SO o°U _ UL =20 UL
2 — = x(5b) U=
/,4 0 x A x°
v J'U _ UL 022U +UL,
[~ 2~ = y(5b) U=
[ 0y A y

Analog 5-cio punktowy: wersja B.



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Po zapisaniu przestrzeni obliczeniowej nalezy zamieni¢ wzory
rozniczkowe na réznicowe — sa to tzw. analogi réznicowe:

rOwnanite falowe:
82U(x,y,t)+62U(x,y,t)_ 1 _62U(x,y,t)
ox’ 0y’ ¢’ ot

analog r6znicowy:

i-1 i i+ @2 U
y Py — x(9)U:(1_€)'Ax<sa)U‘|‘€‘Ax(sb)U
//,, X
// 5 y2 =AU =(1—¢) A s UteA s, U

Analog 9-cio punktowy: jest to kombinacja wersji poprzednich z uzyciem parametru wagowego €.



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Po zdefiniowaniu metod obliczania pochodnej przestrzennej nalezy
okresli¢ sposéb wyliczania kolejnych pozioméw czasowych.

+t1e e @ +t1e e e
jeo o @ jo e e
t+dt t+dt
i1e e e " i1e e e ¥
-1 0 i+ A R R

tn+1

Analog 9-cio punktowy: jest to kombinacja wersji poprzednich z uzyciem parametru wagowego €.




Przyktad 1 — rownanie falowe

Najprostsza metoda dyskretyzacji w czasie jest schemat Eulera. W tym
przypadku bedzie on wystarczajacy.

Ut'=U! +AU-dt

n n+1
U;, U t
| | | | >
dt
«
\

n — numer biezacej iteracji [-]

o . Istotna kwestia bedzie tu
n+1 —numer kolejnej iteracyi [-] poprawne zdefiniowanie kroku czasowego,
zapewniajacego stabilnos¢ obliczen.

dt — krok czasowy [s]



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Przyklad implementacji w jezyku Fortran:

lobliczenie przyspieszenia katowego:
50 continue
do i=2, nx-1
do j=2, ny-1

v(i,3)=v(1,3)+c* ((1-eps) * ((i+1,3) +u(i-1,3) +u (i, 3-1)+u(i,3+1)) - &
A*yu (i, J)+teps* (u(i+1,J+1)+u(i+1,3-1)+u(i-1,3-1)+u(i-1,3+1)) - &
4*u(i,7]))*dt/ (dx*dx)
A
end do o

end do ~

lobliczenie wychylenia: \\\\\

do i=2, nx-1

do j=2, ny-1
U(i,j)ZU(i,j)+V(i,j)*dt

end do
end do 4
| 2
| o°U _ _
/ axz _Ax(9)U_<I_E).Ax(Sa)U—i_e.Ax(Sb)U
U”“—U" AU-d 82U_A U=(1—¢€)A . U+eA U
i Ui -at 7 =0, U=(1-€)-A 5, UteA



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Aby zaobserwowac dzialanie rownania falowego, nalezy okresli¢ pewne
wychylenie zrodlowe, wymuszajace ruch falowy (bez tego nic si¢ nie
bedzie w ukladzie zmieniac). Realizuje si¢ to w algorytmie poprzez
przypisanie niezerowego wychylenia dowolnym wezle (lub weztach)
siatki obliczeniowej. Wychylenie to moze by¢ zadane na state, lub tez
moze si¢ zmieniaC w czasie 1 w przestrzent.

Czynniki zmieniajace wartos¢ wewnatrz wezla
(lub komorki) sa czesto nazywane zrédlem.

/

j' 1 //



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Ostatnim elementem detinicji modelu symulacyjnego bedzie okreslenie
zachowania si¢ fali po dojSctu do brzegow obszaru obliczeniowego.
W tej cze$ci mozna rowniez wprowadzi¢ mechanizm umozliwiajacy
definiowanie ,,przeszkdd” we wnetrzu obszaru obliczeniowego.

Definiowanie zachowania sie fali
na granicach obszaru obliczeniowego

j*+1 (granicach zewnetrznych lub tez
przeszkodach wewnetrznych)
J stanow1 tu warunek brzegowy.
-1 /



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

( START )
v

Ogolna wersja algorytmu programu

Ix, ly, nx, ny, dx, dy, dt, eps, ¢

7 Przyklad rozwiazania

(nastepne slajdy)

okresl pofozenie i wartos¢ wychylenia u, -
wymuszajgcego ruch falowy

Y

oblicz wartosci tablic wspotrzednych xi y

y N

oblicz wartosci odchylenia kgtowego v

Y

oblicz wartosci wychylenia u

Y S gléwna petla obliczeniowa

wizualizacja - pO przestrzeni 1 czasie




Przyktad 1 — ré6wnanie falowe

Il DISLIN 1 I Click MB2 to continue ...

Rownanie falowe 2D
100 A
90 1
50" Przyktad 1
(DISLIN)

70 3
50
> 501
TE
30 1
20-; czas t

10 ]

0 : rTrr1ir1rr1r7rrrrryrrrr1Trrrry rrrT T T T T T T T T T T T TT T TTTrTl
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X




Przyktad 1 — ré6wnanie falowe

Il DISLIN 1 I Click MB2 to continue ...

Rownanie falowe 2D
100 A
90 1
50" Przyktad 1
(DISLIN)

70 1

60 -

40
30 1
20 1 Czas t;
10
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Przyktad 1 — ré6wnanie falowe

Il DISLIN 1 I Click MB2 to continue ...

Rownanie falowe 2D
100 A
90 1
50" Przyktad 1
(DISLIN)

70 1

60 -

40
30 1
20 1 czas ts

10 ]
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X




Przyktad 1 — ré6wnanie falowe

Il DISLIN 1 I Click MB2 to continue ...

Rownanie falowe 2D
I R

90—; -,&'lu"‘*:"‘::;';'}l' _.1* -
0 L RANEHA A SRR TS
L] - h. e Mg

100 -

Przyktad 1
(DISLIN)

70 1

60 1.

40
30
20 - czas t4
10 3

TTT T [ T T T T T T T T T [T T T T [T T T T[T T T T T T T T[T T T T T T ITT T[T TTT]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X




Przyktad 1 — ré6wnanie falowe

Il DISLIN 1 I Click MB2 to continue ...

Rownanie falowe 2D

90 .
%09 Przyktad 1
(DISLIN)

701,
60 1
>~ 50 ]

40 -

30 1
20-; czas ts
10

O-Il rTrrrrryrTrrr17TrrrryrrriITTr I T T T T T T T TT Ty rTT

LI L T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X




Przyktad 1 — rOwnanie falowe

Przyktad 1
(Gnuplot)

iteracja 186

xxxxxxxxxxx



Przyktad 1 — rOwnanie falowe

[ Fale 2.0 il o] x|

‘a@ﬁ@%)(

=lol x|

k= [1000  [Min= [-0.1004431150455: [zMax= [0.07369357135675 40 40

Przyktad 3
(Delphi + OpenGL)

k= [1000  |mMin= [0.0985311510533¢ [zMax= [0.08764171012467: 40 40




Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Jezeli strumien bilansowanej wielkos$ci dyfuzyjnej jest proporcjonalny do je;
gradientu (gdzie wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest ), to:

oD . _ . oP 2
o +div(—a-V ®)=0 lub Y —a-V d=0

interpretacja fizyczna:

prawo Fouriera . CTT:_x'V T » aa if )\ - V2 T=0
prawo Ficka - oC 2
> JC:—D-VC —» E—DV C=0




Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Rownanie dyfuzji termicznej — rownanie rozniczkowe czastkowe
opisujace przewodzenie ciepla (jest to jeden z prostych mechanizmow
przekazywania ciepla):

oT N 0T
ot c¢,p Ox
T — temperatura [K]
t — czas [9]
A — wspolezynnik przewodzenia ciepta [W/(m*K)]
C, — cieplo wlasciwe [J/ (kg K)]
P — gestosé [kg/m’]

X — wspolrzedna [m]



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Przyklad ukladu, w ktérym wystepuje przewodzenie ciepla



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Y

\

prawo stygniccia Newtona

prawo Fouriera

Rozwazmy niestacjonarny przeplyw
ciepla przez jednowarstwows Scianke

plaska.
Opis sytuacjt:
Po lewej stronie wybucha ogien,

a cieplo przenosi si¢ przez Sciang
z lewej strony na prawa.



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Przed przystapieniem do generacji siatki nalezy okresli¢ rozmiary obszaru
obliczeniowego (szeroko$¢ Sciany):

W tym przypadku wystarczy
. siatka jednowymiarowa.
/// / Krok przestrzenny wyniesie: ~

[ . —dhugosc obszaru w kierunku x [m]

0O
\

n, - liczba punktéw siatki na kierunku x [-]



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Po utworzeniu analogu réznicowego (druga pochodna, schemat
centralny) 1 schematu Fulera otrzyma si¢:

2 n n n
0T _ N 0 T:() 7ol A (Tj—l _2Tj +Tj+1> ;
ot c,p 0x’ i 2
p J €pP (A x)
Powyzszy wzor roznicowy dotyczy weztow od 2 do N-1.
Wartoéci w weztach skrajnych 11 N, _—
wyznaczane sa z bilansu ciepta. nt1 AT , T AxT /
L hE oA x+2A
Ti - temperatura z lewej strony Sciany (war. brzegowy),
T, - tem[?eratura.z praxxiej stron?f éc.iany (war. brzegowy), o A TN_ 1n+1 +xAxT
o - wspélezynnik przejmowania ciepta. T, = P
XA x+A

Indeks gérny n oznacza tu poziom czasowy,
indeks dolny N numer wezla siatki.



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

( START )
! Ogolna wersja algorytmu programu

| wczytaj dane poczgtkowe |

do rozwigzywania rownania dyfuzji
termiczne;.

| oblicz rozktad temperatur przed pozarem |

| oblicz dx i dt |

A

t=t+dt
*
zapis temperatury w wybranych punktach gléwna p@tla
} ~————  obliczeniowa
oblicz temperature w weztach wewnetrznych po przestrzeni 1 czasie

A

oblicz temperature w weztach skrajnych
Y A

f= t?\ NIE i

'max *

Przyklad rozwiazania
(nastepne slajdy)

wizualizacja >

STOP

TAK




Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Przyklad implementacji w jezyku Fortran:

do j=1, n max !petla po wezlach:

!wartosc temperatury w wezlach wewnetrznych:
do i=2, n-1
t nowe (i1)=t stare(i)+c*( t stare(i-1)-2.0*t stare(i)+t stare(i+l))
end do D
!wartosc temperatury na brzegach: \\\\
t nowe (l)=(alfa*dx*t l+lambda*t stare(2))/ (lambda+talfa*dx) x
t nowe (n)=(alfa*dx*t pt+lambda*t stare(n-1))/ (lambdatalfa*dx) |
!przygotowanie danych do nowego kroku: ////

do i=1,n ////
t stare(i)=t nowe (i) -
end do n n n
!obliczenie aktualnego czasu: T n+1_Tn_|_ A (Tj—l _2Tj +Tj+1 )Al‘
t=t+dt . A x )
J €pP (Ax)
end do
TnH:AT;“+anTZ
. ! XA x+A
- AT, "' AXT
ntl_ Ny XAxt,
T, =

XA x+A



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

= 330

Rozklad temperatury wzdluz scianki - czas [s]  0.193716
370

360
350 r

340

320 r
310

300 F
290 i ] i ) i ] i —l—'—'_'_'_l'_'_'_'_'_'_'-ﬂ-,

* [m]

Profil temperatury wzdluz $ciany w wybranej chwili czasowej



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Zmiany temperatury w wybranych punktach scianki
440

t:::rze'glewaﬂ.q,r —
srodek scianki ———
brzeg prawy

420 +

400

380

360

T[C]

340

320

300

280 i 1 1 i

Wykres zmian temperatury w charakterystycznych punktach $ciany



Przyktad 2 — ré6wnanie dyfuzji

Przyktad rozwigzania
rownania dyfuzji termicznej
w przestrzeni 3D.

T 2T AT ;0 T 2T  +T7, o T}

i+1,j.k i, jk i, j k+1

n n

i,j.k

T o=7"

i,j,k

At

+a
ik 2 2 2
" dx dy dz



Przyktad 2 — ro6wnanie dyfuzji

Concentration (porous body) Flux (porous body)
200 1 200 0.04
180 0.9 180 0.03
160 0.8 160 0.0
140 0.7 140 0.01
& 120 D_Eﬁ 120 :
E.100 0.5£ 100
o ok -0.01
80 0.4 80
60 0.3 60 s
40 0.2 40 0.03
20 0.1 20 -0.04
0 0 0 -0.05
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100120 140 160 180 200
X [m] X [m]
Przyktad rozwigzania Mechanizm rozwiazania rownania jest dokladnie taki samj
rownania dyfuzji sktadnika jak dla dyfuzji termicznej — zmienia si¢ jedynie fizyczne

w przestrzeni 3D. znaczenie niektorych zmiennych.



Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

Rownanie Naviera-Stokesa — rownanie rozniczkowe czastkowe
opisujace ruch ptynu lepkiego:

%Zﬁ—%gmd p+%V2\7
v — predkos¢ [m/s]
t — czas [s]
E _ wypadkowa sit masowych [N]
p — cignienie [Pa]
P — gestosé plynu [kg/m?]
W — wspotezynnik lepkosci dynamicznej [Pa-s]



Przyktad 3 — r6wnanie Naviera-Stokesa

Stanowisko (historyczne) do badania profilu predkosci w rurze kotowej



Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

Zalozenia upraszczajace:

* przeplyw v, = VZ:O
jednowymiarowy

* przeplyw av_,
ustalony t

* przeplyw W=const.
izotermiczny:

* P_lyﬂ. . p=const.
niescisliwy:

e brak sit F=0

masowych:




Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

“ox oyl Yoy
. nRe vV,
u=max(p+w)  w'=p Re=p—=
Remm Mm
Re - liczba Reynoldsa
Mm — lepkos¢ molekularna (laminarna)

Mt — lepko$¢ turbulentna (korekta lepkosct molekularnej dla ruchu turbulentnego)



Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

A
Dtugosc¢ kanalu nie jest wazna
— interesuje nas profil
H=0.1 [m] predkosci w kierunku y
Y
Y
X
_ k
9P —_50-10 3lP"] p:1.188[—93]
0X m m
Re =40 W"=17.97-10""| Pa-s|

Geometria kanatu oraz przykladowe dane modelu



Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

y
A
H=0.1|m|
v -
VQ_l(Mi_1+Mi)+Vi+1(Mi+ui+1)—2Ang—p
n+1: X
X Mi_1+2Mi+Mi+l

Sposéb obliczania predkosci w poszczegdlnych weztach siatki



Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

Frofil predkosci w kanale plaskim - porownanie

{]00 T T T T T

Zauss-Jordan

a0 eliminacja Gaussa

Jacobi

80 t Gauss-Seidel

SOR ——

70
60
}E'_- 50
40
a0
20
10

|:] i 1 i 1 1 1

0 002 0.04 006 0.08 0.1 012 0.14
FPredkosc

Profil predkosct w kanale (5 r6znych metod rozwigzywania ukladu réwnan)



Przyktad 3 — ro6wnanie Naviera-Stokesa

Wykres zbieznosci - porownanie

0.0001

Jacobi'—
Gauss-Seidel ——
' SOR
8x105 |
—  Bx10
x |
T i
= Ax10=
%1072
|:] 1 1 1 n I 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Mumer iteracji

Wykres zbieznosci iteracyjnych metod rozwiazywania ukladéw rownan liniowych



Przyktad 4 — drgania ci¢zarka

Roéwnanie drgan tlumionych ma postac:

.......... m e
d”y dy | dy
m =—mg—k\y—w,)—c—=|—=
dt’ g=k(y=wy dt | dt k )
m — masa |kg]
y — polozenie cig¢zarka [m] mg
WO ——
t — czas [s] k
k — stata sprezyny [N/m]
. . c=c, dlau>0
W, — napigcie wstepne sprezyny
c=c,dlau<0

C — wspolczynnik ttumienia [-]



Przyktad 4 — drgania ci¢zarka

Aby obnizy¢ rzad réwnania rézniczkowego
mozna zastosowac¢ podstawienie,

(gdzie u to predkosc cigzarka): ] m |
fd I |
dy _, .:
dt N
LS _k_( —w )—C—u|u‘
a - S m Y
y :yn—l_l__y dt V4




Przyktad 4 — drgania ci¢zarka

, , , Przyklad implementacji w jezyku Fortran:
!wartosci poczatkowe procesu iteracyjnego:

y = y0
u = u0
t = 0.

!poczatek petli po czasSle: ———————— """ " - - - - - -
do i=1,n

!wybor stalej tlumienia w zaleznosci od kierunku ruchu:

= >
if (u.gt.0) then c=cydlau>0

c = cd 7 c=c, dla u<(
else v - r
c = cg S~ - dy _
end if S a;“—”
lobliczenie pochodnych: ///// éﬂﬁ:__g__k_<y__w,»_g_lAM‘
dydt = u - kak m 0
dudt = -g-(k/m)* (y-w0)-c*u*abs (u) /m
lobliczenie nowych wartosci zmiennych: ( . dy
y = y+dydt*dt yn:yn +—=—dt
u = utdudt*dt - P dt
& di
end do

!koniec petli po czaslie€: ——————— """ """ T - - - - - - - oo



Przyktad 4 — drgania ci¢zarka

y [m], u [m/s]

05

04 ¢
03 ¢
02 ¢

0.1

01 b
02 F
03 L
-04 ¢
05 L
-0.6

Wykres przemieszczen y [m] i predkosci u [m/s] ciezarka

przemieszczenie [y] ———
predkosc [m/s]

22

Wykres polozenia 1 predkosci cigzarka dla przykladowych danych.



Przyktad 4 — drgania ci¢zarka

ﬂ- Wahadto (wojciech.sobieski@uwm.edu.pl)

—Paramety:—————————— A =02695 &y =01516
e [m]
ne |0.2518 -
sy |0.7854 ad]
A [kg]
gt |00 [s]

N: |2000

* Kigunek =-z.
" Kierunek y-z.

[~ Kontyrsacia.

Fiyzuj potozenie |

I Eiait |

= 20,0000 [5]

w=0207 y=0186 z=024

B Ep-03204

Bl cEk-00013

L |2 [ax: [0,2618 [Ay: 07854 |m:[05 [dt: (001 [d0346 | [2000

Przyklad programu rozwigzujacego rownanie wahadta matematycznego (krzywe Lissajous).
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