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Metody numeryczne w mechanice

Metody numeryczne w Mechanice Plynow (siatkowe 1 bezsiatkowe):

* metody siatkowe:
* Metoda Réznic Skonczonych (Finite Difference Method)
* Metoda Elementéw Skonczonych (Finite Element Method)
* Metoda Objetosci Skonczonych (Finite Volume Method)
* Metoda Zanurzonego Brzegu (Immersed Boundary Method)
* Metoda gazu sieciowego Boltzmanna (Lattice Boltzmann Method)
* metody bezsiatkowe:
* Metoda Elementéw Dyskretnych (Discrete Element Method)
* Metoda Elementéw Brzegowych (Boundary Element Method)
* Metoda Czastek Wygtadzonych (Smoothed Particle Hydrodynamics)
* metody hybrydowe: -
* Metoda Czastek w Siatce (Particle/Fluid in Cell Model)

Computational Fluid Dynamics (CEFD).




Metody numeryczne w mechanice

metody siatkowe — podejscie Eulera:

* Metoda Réznic Skonczonych (1928)
* Metoda Gazu Sieciowego Boltzmanna (1954)
e Metoda Elementéw Skonczonych (1956)
* Metoda Obj¢tosci Skoficzonych (1971/72)

metody bezsiatkowe — podejscie Lagrange’a:

* Dynamika Molekularna
* Metoda Elementow Brzegowych (1963)
* Metoda Podstawowego Rozwigzania (1963)
* Metoda Czastek Wygladzonych (1977)
* Metoda Elementéw Dyskretnych (1979)

®
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metody hybrydowe — podejscie taczone Eulera i Lagrange’a: | | |
S S R 4.
* Particle in Cell E @ E E
e Fluid in Cell 5 i@ Y
e

Prezentowane w nawiasach daty sa orientacyjne.




Catkowa reprezentacja funkc;ji

Rozwazmy obszar €2, w ktérym znana jest pewna ciagla funkcja f — jak
opisac je] warto$¢ za pomocy wyrazenia catkowego?

f(%)=£f(%'>d%'

Jezeli lokalizacja x pokrywa si¢ z lokalizacja X', to
wynikiem catkowania bedzie warto$¢ funkcji w
lokalizacji x — tu funkcja jest ciagla (znana dla
kazdego x’), wigc zawsze uzyska si¢ jakis wynik.

Inaczej: ,,catka to pole”, a jesli pole zawezimy do
punktu, to catka bedzie rowna wartosci funkciji z
tego punktu.

-

X - lokalizacja punktu, dla ktérego szukana jest warto$¢ funkceji

- . . , . ’ o, .o
X' -lokalizacja punktu, w ktérym znana jest warto$é funkcji

Q2

WAZNE: tu x nie oznacza
wspolrzednej na osi X, ale ogdlny
wektor polozenia w dowolnie
wybranym uktadzie wspolrzednych.



Catkowa reprezentacja funkc;ji

Co sig stanie, jezeli funkcja f bedzie funkceja dyskretna, czyli taka, ktore;
wartosci znane sa tylko w wybranych lokalizacjach (tu: zbiorze x°)?

Q SE — SE ' ® @ @ @
D ®
R ) ®© oo _ o _ o
(-’ ) ldlax=x" ® ® © ® o0 °®
X - il o ® ®
Odlax#x' ® e o4, : ° @ e
o o ° @ e @ ®
o o e ® e ® ® o
Teraz opcje sa dwie: albo ,,trafimy” w jedna z XEX' ® e ® o ©
lokalizacji x” 1 uzyskamy warto$¢ funkeji, albo €2

,Hnie trafimy” 1 wynikiem bedzie 0.

-

X - lokalizacja punktu, dla ktérego szukana jest warto$¢ funkceji
0 - delta Diraca

- . . , . ’ o, .o
X' -lokalizacja punktu, w ktérym znana jest warto$¢ funlkcji



Catkowa reprezentacja funkc;ji

A jak zrobi¢, aby dato si¢ obliczy¢ wartos$¢ funkcji w dowolnym punkcie?

* trzeba opracowac jaka$ metode aproksymacji bazujaca na punktach,
w ktorych wartosct funkejt sa znane.

Podstawowe pytanie — ktore punkty nalezy
wzia¢ pod uwage podczas aproksymacjir

///7//7
Domena wsparcia — otoczenie punktu x,
majace wplyw na wartos¢ funkeji f(x).
N Ogolnie nie ma znaczenia czy
X - lokalizacja punktu, dla ktérego szukana jest warto$¢ funkceji

punkt x pokrywa si¢ z jednym

- . . : . . z punktow x’ czy tez nie.
X' -lokalizacja punktu, w ktérym znana jest warto$¢ funkcji punktow X czy tez nic



Domena wplywu i domena wsparcia

-

X

—x’r

Tu punkt x:

Pojeciem pokrewnym spotykanym

* znajduje si¢ w domenie wplywu punktu j
w literaturze, jest domena wplywu.

* nie znajduje si¢ w domenie wplywu punktu k

Domena wplywu — otoczenie
punktu x°, w ktérym wplywa on na
warto$ci aproksymowane.

Domena wsparcia — otoczenie punktu X,
majace wplyw na wartos¢ funkejt £(x).

Podczas aproksymacji wartosci

- lokalizacja punktu, dla ktérego szukana jest wartosé funkcji funkeji f w punkcie x brane sa P?d
uwage tylko punkty dyskretyzacjt

- lokalizacja punktu, w ktérym znana jest wartos¢ funkciji znajdujace si¢ w domenie wsparcia.



Aproksymacja funkcji / Funkcja wygtadzajaca

Aproksymowana warto$¢ funkcjt:

o
. o
e
Funkcja wagowa, wedtug ktore) wplyw @
poszczegodlnych punktéw dyskretyzacii °
znajdujacych si¢ w domenie wsparcia
(o rozmiarze K-h), zalezy od odleglosci:
im dalej punkt x; znajduje si¢ od punktu x;, W - funkcja wygltadzajaca (kernel)

tym mniejszy ma wplywa na wynik.
h - dlugos¢ wygladzania

W jest funkcjq skalarng (polem skalarnym)! K - wspolezynnik skali dtugosci wygtadzania



Cechy funkcji wygtadzajace;

Cechy poprawnie zdefiniowanej funkcji wygtadzajace;:

* normalizacja — cecha oznacza,
ze wplyw punktow dyskretyzacjt
znajdujacych sie w domenie
wsparcia sumuje si¢ do 1 (kazdy z
punktow dyskretyzacji ma swoj
procentowy udzial w obliczeniu
wartosci aproksymowaneyj).

ang. normalization condition
lub unity condition



Cechy funkcji wygtadzajace;

Cechy poprawnie zdefiniowanej funkcji wygtadzajace;:

e zgodnos$¢ z delta Diraca —
cecha oznacza, ze w przypadku
zmniejszania rozmiaru domeny
wsparcia do punktu, funkcja
wygladzajaca stanie si¢ delta
Diraca.

ang. Delta function property



Cechy funkcji wygtadzajace;

Cechy poprawnie zdefiniowanej funkcji wygtadzajace;:

e zwartoSC — cecha oznacza, ze
warto$¢ funkcjt wygladzajace;
poza domena wsparcia jest
zerowa.

ang. compact condition



Doktadnos¢ aproksymaciji funkc;ji

Doktadnos¢ catkowej reprezentacii funkcji mozna oszacowac rozwijajac
funkcje wygladzajaca w szereg Taylora (tu pokazano 2 pierwsze cztony):

poniewaz funkcja jest punktowo symetryczna
wzgledem x (raz x’—x < 0 a raz X’ —x > (),

<f (})> — f < 32)+ r ( h2) to catka bedzie réwna zeru.



Aproksymacja pochodnej funkcji

punkt wyjscia—réwnanie (*):

f(X) > V()

zamiast funkgji (tu traktujemy ja
ogolnie jako funkcje wektorowa)
wstawiamy jej pochodna

* pochodna funkcji zlozonej
VIFRIW(E=3",h)]=V{f ()W (EZ=%",h)+V-[f (X)W (Z-X",h)]

div grad
V()W (E=x",h)]=[V-f(")|W(x=%",h)+f(X")-V[W(Z=%",h)]
y \ \/ %




Aproksymacja pochodnej funkcji

tw. Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego

f(F ‘n)dS= f div(F)|dV

S

<V-f(5<’)>=!lf(?')w(?< i VY W(x=-%"h)d%’



Aproksymacja pochodnej funkcji

b w b w
Scianka /
/ X "‘.. \ X
e * -
_—
- et -
* jezeli domena wsparcia nie jest * jezeli domena wsparcia jest obcieta, to

obcieta, to catka po powierzchni calka po powierzchni nie rowna si¢ zero
rowna si¢ zero. 1 bedzie potrzebna korekta sytuacii.

W wyniku dziatan, operator przeszed!
2\ — >0 > =y >, z tunkcjt f na funkcje wygladzajaca W
<V f(X)>— ff(X ) VW(X X ,h)dX — a pochodna funkcji wygladzajace;
« mozna policzy¢ analitycznie!

réwnanie (**)



Metoda Czastek Wygtadzonych

Metoda Czastek Wygtadzonych (Smoothed Particle Hydrodynamics,
SPH) — bezsiatkowa metoda Lagrange'a analizy dynamiki cial statych lub
plynow, w ktorej materia ciagla jest reprezentowana przez zbior czastek.

m. - masai-tej czastki [kg]

1

V. - objetosc i-te czastki [m’] W SPH czasteczka W Dynamice Molekularnej
: reprezentuje pewna objetos¢ czasteczka oznacza
P; - gestoséi-tej czastki [kg/m’] materii, np. plynu. pojedyncza molekule.

Dalej do okreélenia metody uzywany jest gtéwnie skrot SPH.



Metoda Czastek Wygtadzonych

Gt6éwne cechy SPH:

* kazda czastka posiada zbior parametrow, W (52 —X h)
np. mase, gestosc, ci$niente, predkosc, ...

* reprezentatywna wartosSC parametru w
punkcie jest obliczana jako $rednia
wazona tego parametru ze wszystkich
czastek znajdujacych si¢ w poblizu tego
punktu

* wielko$¢ obszaru interpolacji okresla
tzw. dlugosc¢ wygladzania (h)

* wagi interpolacji sa definiowane przez
tzw. funkcjfg Wygladzaj aca, (W) W zapisie formy dyskretnej /

wygodniej bedzie postugiwac /

sie indeksami czastek:

X=X, X'=X

l



Dyskretna postac reprezentacji funkcji

punkt wyjscia—réwnanie (*):

<f(}>>:£f<}')W(§—i',h)d}'

j=1
N
- - - - 1
<f<x>>Nzf(‘X])W(Xl_Xj’h)p_ijdVJ
j=1
. N _ L m. h
<f(x>>NZf(Xj)W(Xi_Xj’h)ﬁ \
j=1 / \\
P; dVv j—m, krotszy zapis funkcejt W:

FRISEFER)W, - W(E,~%,h)=W,




Dyskretna postac reprezentacji pochodnej funkc;ji

punkt wyjécia—réwnanie (**):

(V-f(%)) ff X')VW(Z=%",h)d%’

W analogiczny sposéb mozna
uzyskac¢ dyskretna postac catkowej
reprezentacji pochodnej funkeji.

Widocznego tu znaku minus w
praktyce si¢ nie uwzglednia.

krotszy zapis funkeji W

(V-f(X))~ Zp—f W, W(%—% h)=W

l ]?




Tworzenie funkcji wygtadzajacych

Popularng metoda tworzenia funkcjt
wygladzajacych jest przyjecie zalozenia, ze
jest ona wielomianem (lub funkcjq sklejana)
zaleznym tylko od wzgledne; odleglosci
miedzy danymi punktami:

W(x—X ,h)=W/(r,h)=

j’

— 2 n
—ao+a1r+a2r +...+C1nl"

Dalsze kroki:

e wybor cztonéw wielomianu

* przyjecie liczby wymiarow |
* przyjecie wartoSci parametru K

* obliczenie wspolczynnikéw wielomianu — z zachowaniem cech funkcji

Liu G.R., Liu M.B.: Smoothed Particle Hydrodynamics. Word Scientific Publishing, 2003.



Tworzenie funkcji wygtadzajacych

Przyktad wielomianu (tu dla Kk =1): W(r,h)=a,+a,r’

* cecha normalizacji: - o
~_— w 2D obszarem calkowania jest koto o promieniu r

;
2
f(a0+a2(%) )(Z:rcr)dr:l “ | w(z—%",n)d%=1
Q Q
2
f(a0+a2(5) )(4nr2)dr:1 « | w(z-%",h)dx'=1

o I W 3D Obszarem calkowania jeSt kU.lﬂ O promieniu L
e cecha zwartosci:

>K-h

W(r=1,h)=a,+a,1°=0 <«  W(X—Xx',h)=0 dla [x—X'

a,+a,=0



Tworzenie funkcji wygtadzajacych

Obliczmy calke dla 2D: 2 h2(ﬁ+ﬁ) —1

( (a0+a2(%)2)(2nr)dr:1 J 0=—a,

Q

2
fao(Zrcr)dr+f a2(%> (2mr)dr=1 2ﬂh2(2a0_a0):1
Q 4

Q

1 ¢ s,
aOZn!;rdr+a22n?£r dr=1 2ﬂh2%:1
1 11
002ﬂ§r2|g+022ﬂ:ﬁzr4|g:1 i
2 1 2 ad,.= 2




Tworzenie funkcji wygtadzajacych

— 2 _ 2
W(r,h)—a0+azr <+« a,=—da, O, =dy=——

th’
W(r,h)=o,(1-r%)

W literaturze funkcje wygtadzajace zapisuje
si¢ z uzyciem ogolnego cztonu, zaleznego
od liczby wymiaréw przestrzenie.

Kernel oy in 1D ay in 2D aqy in 3D K
Gaussian 1/(nY2h)  1/(wh?) 1/(m3°h%) oo
Bell-shaped 5/(4h) 5/(wh?)  105/(16mwh3) 1
Cubic spline 1/h 15/(7mh?) 3/(2mh?) 2
Quadratic 1/h 2/(mwh?) 5/(4mh?) 2
Quintic 3/(4h) 7/(4wh?)  21/(16mh®) 2
Quintic spline  1/(120h) 7/(478mh?) 3/(359mh) 3

Goffin L.: Development of a didactic SPH model. MSc Thesis, Université de Liége (Belgium), 2013.



Przyktady funkcji wygtadzajacych

Gaussian kernel

Gaussian kernel (1 977) e 0; I Wilag) —— |
- 06 | ~_ dWi(agh) —— |
. b o4l ™~ |
/ > 02r : .
/ s
// I
—(r/ny - /
W (r,h)=a,e ™ /
/
// UWAGA: Na wykresach pokazana jest tylko
/ glowna czes¢ funkeji, bez cztonu normalizujacego
dW _ %4 o I g=lrimr| s dobieranego do konkretnego przypadku.
dr h
Kernel ay in 1D agy in 2D agy in 3D K
Gaussian 1/(w2h)  1/(wh?) 1/(m¥2h%)

Goffin L.: Development of a didactic SPH model. MSc Thesis, Université de Liége (Belgium), 2013.



Przyktady funkcji wygtadzajacych

Bell-shaped kernel

BCH—Shaped k@fﬂel (1977): 1 __+ ' ' Wf(ad) -
05 de(Cldfh) —
,
=
( ) S 05
(1+31)(1—£) dla =<1 At
W(r,h)=a, h h h 15
r - | | | | | 1 1 1 1
0 dla E>1 “0 01 02 05 04 05 06 07 08 09 1
\ th []
( ) ) W zielonej ramce zaznaczono
r r r r , . . .
3 (1__) _(1.,_3_)(1__) ] dla —<1 wspolczynnik skali diugosci
aw _%q l h h h h wygladzania K.
dr h r
0 dla —>1
\ h
Kernel ay in 1D agy in 2D agy in 3D K
Bell-shaped 5/(4h) 5/(mh?)  105/(16mwh3) 1

Goffin L.: Development of a didactic SPH model. MSc Thesis, Université de Liége (Belgium), 2013.



Przyktady funkcji wygtadzajacych

Quadratic kernel (19906): 08 -
06 dWi(agh) —— |
04 .
02 .
(3 (rV 3r 3 : 0 ]
i) Shgede w0
W(r,h)=a, . o .
O dla E>2 -0'80 0|.2 0.4 Cll.S Cll.S |1 1|.2 1|.4 1|.6 1|.8 2
\ rfh [-]
f3 ro 3 r
————dla -<2
dw _o,gn 2 4
drh 0 dla ~>2
\ h
Kernel ay in 1D agy in 2D agy in 3D K
Quadratic 1/h 2/(mh?) 5/(4mh?)

Quadratic kernel

Goffin L.: Development of a didactic SPH model. MSc Thesis, Université de Liége (Belgium), 2013.



Przyktady funkcji wygtadzajacych

Quintic kernel (1995):

W(r,h)=a,

(

dw _ o] 7°

dr h

r
h

|

Quintic kernel

Goffin L.: Development of a didactic SPH model. MSc Thesis, Université de Liége (Belgium), 2013.

Wiag) ——
osl dWi(agh) —— |
( % 0 ____;}—————
Lr)(or A - _05\ / |
1—=—1(2—+1] dla —<2
(3f PRy ange TN |
r - | | | | | | | 1 1
O dla E>2 1'50 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
r/h[-]
1r) r
1—-=—] dla —<2
2 h) h
r
0 dla —>2
h
Kernel ay in 1D agy in 2D agy in 3D K
Quintic 3/(4h) 7/(4mh?)  21/(16mwh®) 2



Dlugos¢ wygtadzania

Dtugos¢ wygladzania moze by¢: * Jak h jest za male, to za mala
jest dokladnos¢ aproksymacii.
, * Jak h jest za duze, to koszt
e stata dla wszystkich czastek:

obliczen zbytnio wzrasta.

a - stala, najcze¢scie] wynost okolo 1.2-1.4

h=aAx

A x - krok przestrzenni poczatkowej siatki wezldéw [m]

Przyjmuje sig, ze np. dlaa = 1.2
oraz K = 2 optymalna liczba
czastek w domenie wsparcia
121 w2 :
0 - gestosé ke/m’] wynost 21 w 2D oraz 57 w 3D

* indywidualna dla wszystkich czastek:

1
h= hO (% ) d Py - gestosé poczatkowa [kg/m’]
4 h, - poczatkowa dtugos¢ wygtadzania [m]

x\\\r B

w tym przypadku potrzebna jest symetryzacja interakeji



Symetryzacja interakcji

Symetryzacja interakcji — dziatania majace na celu zapewnienie zgodnosci
z 1II Zasada Dynamiki Newtona, w przypadku stosowania zmiennej
wartosci dlugosci wygladzania:

* usrednianie dlugosct wygladzania:

— h;+h;
h;= ) h;, mm(hj,hj)
Wij:W(rl]’hl]) < < 2hh
=1 h, max(hj,hj)
-~ Mk
4
* bezposrednie usrednianie funkcji wygtadzajace;: S~
= . . opcje obliczania wspolnej dla obu
W’J 2 lW (hl ) W <hJ >] czastek dtugosci wygladzania



Podstawowe rownania hydrodynamiki

Roéwnanie bilansu masy:

dp _ -
1r oV-v

Rownanie bilansu pedu (rownanie Naviera-Stokesa):

dv _ o = dv_ 1 1o < =
pﬁ_—Vp+V-r+pf lub E——EVp+EV-r+f

<« <>
’ o, ., . . «>
- gestosé - ci$nienie
P -8 I'=—pl+z
v - predkosé - tensor naprezen stycznych

<>

- calkowity tensor naprezen

~ Al

[ -czas - jednostkowa sita masowa T



Aproksymacja rownania bilansu masy

Bilansowanie masy — metoda 1 (summation density):

pi:ijWij lub pi:anl
i=1

n - liczba czastek w domenie wsparcia i-tej czastki
Cechy:

* dobrze zachowuje mase
* niedokladna przy Scinkach, co mozna poprawié poprzez normalizacje
* wymagajaca relatywnie duzych mocy obliczeniowych

e zalecana dla typowych przeplywow (bez fal uderzeniowych)



Aproksymacja rownania bilansu masy

Bilansowanie masy — metoda 2 (continuity density):

n - liczba czastek w domenie wsparcia i-tej czastki

Cechy:

niezbyt doktadnie zachowuje mase

nie prowadzi do niedokfadnosct na brzegach

moc obliczeniowa jest mniejsza niz w pierwszej metodzie
metoda zalecana dla przeplywow z falami uderzeniowymi
metoda zalecana w programowaniu réwnoleglym



Aproksymacja rownania bilansu pedu

Bilansowanie pedu — czlon ci$nieniowy:

/
dv, ” pi. P
IP__Z j(_z"'_zj)vlwu
dv_ 1 1o = 3 =tAP P
aTR VRVl
L +
# 4 4 l i (pl pj)v W.
/ ‘ \ dt * j=1 I\ Pib; Y
/ B N
normaina czeSC tensora czlon
naprezen (ci$nienie) zrodlowy
/

styczna czg¢S¢ tensora
naprezen (lepkosc)



Aproksymacja rownania bilansu pedu

Bilansowanie pedu — czlon lepkosciowy (tu: lepkosc¢ fizyczna):

dv 1 1l < =
U — -l. J— . T .I_
dt P Vprp Vot
b4
// A
\f
normalna cze$¢ tensora czlon
naprezen (ciSnienie)

y

styczna czg¢S¢ tensora
naprezen (lepkosc)

zrodlowy

/

dv T T
iy i J
dt =2 ml =+ VW,
j=1 Pi P
dv.

St E

- lepkos$¢ dynamiczna

- tensor predkosci deformacii
y



Aproksymacja rownania bilansu pedu

Bilansowanie pedu — czlon lepkosciowy (tu: sztuczna lepkosc):

/
dv 1 1w < = dv, <
_:__VP'F_V‘T'l'f < _r_zmjnuvlwu
dt P X d "= =
oot
/ h N
normalna cze$¢ tensora czlon
naprezen (cisnienic) zrodiowy Ze wzgledu na problemy ze stabilnoscia obliczen,
/ w klasycznej literaturze dotyczace] SPH zazwyczaj
styczna czes$¢ tensora korzysta si¢ z koncepcji tzw. sztucznej lepkosci.

naprezen (lepkosc)



Sztuczna lepkosc¢

Sztuczna lepkosc¢ — czton spelniajacy nastepujace cele:

* modelowanie tarcia wewnetrznego wystepujacego w plynach
 zapewnienie stabilno$ci obliczen w przypadku oddalania si¢ czastek
* zapewnienie prawidlowego kierunku przekazywania pedu

(od czastki o wickszej predkosci do czastki o predkosci mniejszej)

‘

ij

_ 2
—ACy Mij"'ﬁ W;;

P
0 dla v,r,>0

_ _ Bitp; - .
g o2, 2
__¢i*c rite

dla Vil

<0

y

o - stala (zazwyczaj bliska 1)
[} - stala (zazwyczaj bliska 1)
c - predkos¢ dzwigku

¢ - stala zapobiegajaca
pojawlaniu si¢ zerowych
odlegtosci miedzy
czastkami, co powoduje
niestabilno$ci numeryczne



Rownanie stanu

W przypadku gazéw mozna stosowac:

* rownanie stanu gazu doskonalego — tu w wersjt wzgledne;:

)i
4 Po M
\ __~ Zalezno$¢ jest liniowa.

* inne dowolne rownanie stanu gazu

p=(y—1jpu

p - ciSnienie [Pa]

P - gestosé [kg/m’]

Po - gestosé referencyjna [kg/m’]

T - temperatura [K]

M - masa molowa [kg/mol]

R, - uniwersalna stata gazowa [J/(K-mol)]

Y -stala, np. 1.4

U - jednostkowa energia wewnetrzna [J/kg]



Rownanie stanu

W przypadku cieczy mozna stosowac: p - cisnienic [Pa]

) . . . O - gestosc [kg/m’]
* rOwnanie sztucznej Scisliwosci:

Po - gestosé referencyjna [kg/m?]

Y
—B £ —1 =7 B - stala zalezna od predkosci dzwigku [Pa]
p=B||5: Y
c - predkosé dzwicku [m/s]
CZ
B= Po Przy duzym c krok czasowy must by¢ bardzo maly ze
Y wzgledu na stabilnos¢, co prowadzi do duzych czasow
obliczen. Zamiast rzeczywistej predkosci dzwigku w
e s7tuczne rownanie stanu: SPH czesto stosowana jest sztuczna predkos¢ dzwieku
— przykltadowe formuly:
5 10 V. - maksymalna predkos¢ [m/s]
p=c’p CEIVV o L
g - przyspieszenie ziemskie [m/s?]

c~10v g H H - maksymalna gl¢bokosé [m]



Warunki brzegowe

Podstawowe rodzaje warunkow brzegowych:

. . . f(ry)
* zastosowanie sztucznej sity odpychajacej, np.: "
I
( v,
Fov o T | X i
0 0 Ij
_ID{(—) —(—) |-L dlar, <r o @ o o
f i) = r.. r.. r2 y—"0 J
I y ij
0 dlar;>r, DN
\ W literaturze dostepne sg
f ( rl..) - jednostkowa sita masowa [m?/s] ~__ - rowniez mnne modele sity
! odpychajacej (zobacz np.
r - modul odleglo$ci miedzy czastka plynu a czastkq Scianki [m] program SPHysics).
D - stata modelu zalezna od zagadnienia [m?/s%, np.: D=~ V,Znax
s - poczatkowa odleglo§¢ miedzy czastkami (réwna krokowi przestrzennemu) [m]

y

X - wektor odleglosci miedzy czastka plynu a czastka Scianki [m]



Warunki brzegowe

Podstawowe rodzaje warunkow brzegowych:

e zastosowanie czastek ,,duchow”

bJ

ktorych celem jest uzupetnienie 1‘\(
i R , . Vi
domeny wsparcia obci¢tej przez Scianke
(poniewaz warunek nie zapobiega @ OJ. o O
calkowicie mozliwosci penetracji 5 \@
czastek w Scianke, jest przewaznie " p; =D;
. . . i B
stosowany lacznie z sita odpychajaca). duch P =p;
vid h:_vi
» b w "y
Scianka )
= - Dzigki odwroceniu wektora predkosct
K-h . AR .
L - czastki ducha, na granicy $cianki zeruje sig

zaréwno predkos¢ normalna, jak 1 styczna.



Warunki brzegowe

Podstawowe rodzaje warunkow brzegowych:

* zastosowanie czastek quasi-fluid.

Czastki Scianki (tu potrzebne sa dwa rzedy)
scianka posiadaja takie same parametry jak czastki

/ plynu — jedyna réznica jest taka, ze maja
niezmienne polozenie oraz zerowe predkosci.




Warunki brzegowe

P [Pa] P [Pal
1000 1000
Timestep = 3500 Time = 7 s. Timestep = 3500 Time =7 s.
900 900
Rk 800 008+ 800
czastki “duchy” oraz tylko czastki quasi-fluid
0.06! . . 700 il 700
sita odpychajaca |

600 600
i 0.04 -

E | s so0  E 500
002} \ ‘ '.’i?':’:';:,'-’»::.-...__ 0.02H

T i | 400

o 1300 0= e P 300

002 4200 il / 1200

0 002 004 006 0.63 0‘.1 012 0.‘14 0.I16 018 > 0 0-:32//0«54/ 0.|06 0.|08 ?‘»1] 0-‘12 0.I14 0.I16 0.‘18 T

x[m] B _— =y
(a) Boundary 1 = boundary and ghost particles / (b) Boundary 2 = quasi fluid particles
(
., Wyniki sg wrazliwe na poczatkowa odlegtos¢ miedzy plynem a $cianka.
Przyklad testowania Gdy poczatkowa odleglosc jest zbyt duza, plyn moze przemieszczac si¢ w
warunkéw brzegowych. kierunku granicy. Gdy poczatkowa odleglosc jest zbyt mala, czasteczka

plynu bedzie odczuwac ssanie podczas oddalania si¢ od granicy.”

de Wit L.: Smoothed Particle Hydrodynamics — A Study of the possibilities of SPH in hydraulic engineering. Msc Thesis, Delft University of
Technology, 2006.



Dyskretyzacja czasu

ajprostszym sposobem dyskretyzacji czasu jest uzycie schematu Eulera:

dp, dp; < \V
n+1 < _l: . _>,—_>, . . ..
P; =P, +_dl' At dt Zm]<vl v]) 1W1

]

Y — +
p:B[(pﬁ) —1] n..:[ac g’ B g1, v, r;<0
0 I ij

0 dlav;r;=0
dv. dv. L p; D;
—->n+1 —>nNn 1 _1__ _1 _J
vV, =V + o “ At e ij s+ |V, W+
J=1 Pi P
n
—»n+l__ —»n  —>n+l 7
X: =X +V, At +Z;ijUVI.WU.+f
J:
o %
Y

przykladowa konfiguracja modelu



Dyskretyzacja czasu

Obliczanie maksymalnego kroku czasowego:

* warunek Monaghana

At=min(0.4At;,0.25A¢t,)

e warunek Morrisa

At=0 125"—’12
t=0u. m

czton uwzgledniajacy
7 jednostkowe sity masowe

0.5
; czton uwzgledniajacy
| lepkos¢ ptynu

h.

l

(ci+0.6 (o +Brymax(u;))

N /
hd

symbole maja takie samo znaczenie jak
w modelu opisujacym sztuczng lepkosc

At.,=min




Algorytm obliczeniowy

— petla po czasie
dv. dp,.

np. wstawienie “duchow”
dt dt

— petla po czastkach plynu (1)

aproksymacja pochodnych
(c1$nienie wylicza si¢ z <
rownania stanu)

pn+ 1 \
o+l aktualizacja Ve \\ uwzglednienie
V. gestosci, predkosci " =" AL warunkow
—n+1 1 polozenia N / brzegowych
I Xi a
definicja geometrii, wyszukanie czastek
ustawienie parametrow, > w domenie wsparcia,
inicjalizacja danych: obliczenie pochodnej <
gestosc, cisnienie, predkose, ... funkcji wygtadzajacej i — tylko czastki plynu

j — wszystkie czastki
t=t, p(t=t,) p(t=t,) Vj'wij



Kody SPH

SPHysics (FORTRAN, GPU;single/parallel, 2D /3D): i
- licencja typu open-source SPHVsICS

- brak interfejsu

- dostepna podstawowa dokumentacja w formacie PDF
- stworzony pierwotnie do modelowania ruchéw lawy

- w pakiecie instalacyjnym dostepnych jest 7 przyktadow
- umozliwia modelowanie przeplywow jednofazowych

- umozliwia modelowanie przeplywow z powierzchnia swobodna

- umozliwia modelowanie przeplywow z obiektami ptywajacymi

- posiada wiele roznych warunkow brzegowych (w rym ruchome $cianki)

Lista kodow SPH:

https://www.spheric-sph.org/sph-projects-and-codes

https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/SPHYSICS_Home_Page


https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/SPHYSICS_Home_Page
https://www.spheric-sph.org/sph-projects-and-codes

Kody SPH

Skrypt *.sh do uruchamiania przyktadow: g,

------
-----
11

[+ 4484
. i
#1/bin/bash SPHyvsics

cd source/SPHYSICSgen2D

make -f SPHYSICSgen_gtortran.mak clean

make -f SPHYSICSgen_gfortran.mak

cd ../../run_directory/Casel
../../execs/SPHYSICSgen_2D < Casel.txt > Casel.out
cp SPHYSICS.mak ../../source/SPHYSICS2D

cd ../../source/SPHYSICS2D

make -f SPHYSICS.mak clean

make -f SPHYSICS.mak Przed uruchomieniem nalezy w pliku

cd ../../run_directory/Casel konfiguracyjnym dancgo przykiadu
(np. Casel.txt) ustawi¢ rodzaj

../../execs/SPHYSICS_2D zastosowanego kompilatora.

https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/SPHYSICS_Home_Page


https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/SPHYSICS_Home_Page

Kody SPH

Przyklady dostepne w
programie SPHysics

https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/SPHYSICS_Home_Page


https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/SPHYSICS_Home_Page

Kody SPH

DualSPHysics (C++, CUDA, GPU, single/parallel, 3D):

- licencja typu LGPL (wymaga rejestracja)

- brak interfejsu

- powstal na bazie programu SPHysics

- dostepna podstawowa dokumentacja (on-line)
- dostepne szkolenia

- jest kodem hybrydowym: SPH + DEM

- umozliwia modelowanie przeplywow jedno i1 wielofazowych

- umozliwia modelowanie przeplywow z powierzchnia swobodng

- umozliwia modelowanie przeplywow z obiektami ptywajacymi

- umozliwia modelowanie pltynéw newtonowskich 1 nienewtonowskich

- posiada wiele roznych warunkow brzegowych (w rym ruchome $cianki)
- moze importowac pliki VIK, PLY oraz STL

- posiada sporo narzedzi do obrébki 1 analizy wynikow

DualSPHysics

https://dual.sphysics.org/


https://dual.sphysics.org/

@ More than 1000 Million particles simulated with BualSPHysics (SPH on Multi-GPU)

uuuuuuuuuu

cpu

gpv
DualSPHysics

eon TN apo
DualSPHysics

£ Youlube ¢

Naptyw fali na
platforme wiertnicza,

Oddziatywanie fali
powodziowej na pojazdy

.
WIECEJ FILMOW |

=L YouTube ¢

https://dual.sphysics.org/


https://dual.sphysics.org/

Kody SPH

GPUSPH ():

- licencja typu LGPL QQQ GPUSPH
- nie posiada interfejsu

- dostepna podstawowa dokumentacja w formacie PDF

- umozliwia modelowanie przeplywow jednofazowych

- umozliwia modelowanie przeplywow z powierzchnia swobodna

- posiada wiele roznych warunkow brzegowych (w rym ruchome $cianki)
- posiada rozbudowane opcje modelowania fal uderzeniowych

https://www.gpusph.org/


https://www.gpusph.org/

() Debris flow on spillway

WIECEJ FILMOW

4 P> M ) 001/004

Modelowanie ruchu
ktod drzewa w rzece

Modelowanie ruchéw
wody wywolanych
osuwiskiem skalnym

WIECEJ FILMOW

< P M ) 0:06/0:14

https://www.gpusph.org/


https://www.gpusph.org/

Kody SPH

Neutrino ():
- produkt komercyjny E NTROI D LA B
- darmowy dla zastosowan niekomercyjnych
- posiada graficzny interfejs uzytkownika

- umozliwia modelowanie przeplywow jedno 1 wielofazowych

- umozliwia modelowanie ruchomych ciat stalych (w tym elastycznych)
- umozliwia modelowani oddziatywan typu fluid-solid

- posiada bardzo rozbudowany model matematyczny

eeeee

Property Timeline | [ Visualization
EEEEEE

https://centroidlab.com/


https://centroidlab.com/

Kody SPH

me Compressed

00:14:28

ENTROID LAB

Modelowanie zalewania
biurowca wodg

Modelowanie ruchéw
robota podwodnego

https://centroidlab.com/


https://centroidlab.com/

Podsumowanie

Zagadnienia: metody numeryczne w mechanice, catkowa reprezentacja
funkciji, domena wplywu i domena wsparcia, aproksymacja funkcji /
funkcja wygladzajaca, cechy funkcji wygladzajace;, dokladnosc¢
aproksymacjt funkcji, aproksymacja pochodnej funkcji, Metoda Czastek
Wygladzonych, dyskretna postac¢ reprezentacjt funkcji, dyskretna postac
reprezentacji pochodnej funkcj, tworzenie funkcji wygtadzajacych,
przyklady funkcji wygladzajacych, dilugo$¢ wygladzania, symetryzacja
interakcjt, podstawowe réwnania hydrodynamiki, aproksymacja rownania
bilansu masy, aproksymacja réwnania bilansu pedu, sztuczna lepkosc,
rownanie stanu, rownanie stanu, warunki brzegowe, dyskretyzacja czasu,

algorytm obliczeniowy, kody SPH.
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